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INTRODUCTION. 

Dans re qui suit, nous dosignerons, selon I'usagc, pat- cc, y, z les trois coordan- 
nees rectangulaires d'un point, z elant regarde comme fonption des variables inde- 
pendantes .r et y. Nous representerons par p avq les premieres derivees de z rela- 
lives a .r et a v. par r, s. I ies derivees secondes 






dxdy 



d^ 
dr^' 



Ce travail est divise en deux Parties. Dans la premibre Partie, nous exposonsdeux 
methodes qui permettenl de trailer d'une iiianifere complete la <|uestion suivanle : 
Trouver I' equation generate des surfaces ddjinies par une propri^l^ commune relative a 
la direction du plan tangent le long dune ligne de courbure quelconque de fun des 
sy Hemes. 

L'une de ees melhodes n'exige que I'integration d'une equation aux derivees par- 
tielles du premier ordre ; mais elle s'apptique seulemenl a un v;\s parlicuHer. et 
par consequent n'est qu'accesaoire. 




O SUB UKE CLASSE D EQUATIONS 

L'aulre inetbode. qui uu contraire s'applique :i tous les cas, couduit a Tintf^gra- 
tion d'une equation lineaire de la forme 

dans laquelle P el Q sont fonctions de x et >■ seulement. 

Cette forme se prele a I'aiiplicalion immediale de la methode que Laplace a ex- 
posee dans les Memoires de I' Academic Ae 1773; elie permel par oonsequenl di* 
trouver I'integrate geoerale ou de s'assurer que cette integrale ne peul pas etre 
mise sous forme finie. en restaul, toutefois, place au point de vue de I'illustre 
auteur. 

Nous faisons voir que tous les groupes de surfaces ainsi detinies appartienneni 
a la classe qui a pour equalion differenlielle 

R, S. T Plant des fonctions de/> el de q satisfaisant Ji la relation 

R(, +/j')^S/)7 + T(i-.-7 , = 0. 

Nos methodes nuus permettenl d'integrer les equations de cette fonite qui, 
en general, ont une infinite d'ombilics reels formaiU des lignes ombilicales. 

La seconde Partie est consacree a I'examen special de quelques-unes de ces 
equations. 



PREMIERE PARTIE. 

^\". — Surfaces enveloppes et surfaces cnveloppees . Envehppees prinvt- 
pales; usage de cvs dernwres. 
1. Une equation 

dans laquelle a designe un parametre variable et F une fonctiun determinee. re- 
presente une infinite de surfaces qui correspondent respectivement aux differenles 
valeurs de a; et Ton sait qu'il existe tuujours une surface, reelle ou imaginaire, 
appelee par Monge envefo/i/w des premieres, dont I'equation s'obtient en eliminant 
a enlre I'equation precedente et I'equation 



Monge donne aux surfaces de la premiere equation Ic nom (i'enveloppees. 
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L'enveloppe louche cliacune (ies enveiopp^es suivant uno ligne representee par 
['ensemble des equations prec6(ienles : cette ligne est rinlerseftion tie deux enve- 
loppees consecntives, quand le paramfetre varie d'une miiniere continue. 

L'enveloppe peut elre consideree comnie \e lieu de toutes ces lignes de contact. 

On coni.'oit d'ailleurs que Teijuation F ^ o peut avoir des formes tres-dilTerentes 
et conduire neanmoins a une meme enveloppe. C'est ainsi qu'une surface de revo- 
lution peut elre envisagee eonime enveloppunl Ics cones droils circonscrils suivani 
Ies paralleled, ou los eylindrea circonscrils suivani Ies meridiens, etc. 

2. Si Vequstion donnee est 

(I'est-a-dire renferme deux paramelres arbitraires a et 0, en eliniiuanl ees deux 
paramelres entre cello equation el Ies deux suivanles, 

</F_ </F_ 

on oblienl I'equation d'une surface qui peut etre consideree, d'un certain point de 
vue, comme l'enveloppe des surfaces F = o. Seulemenl. cliacune de ces surfaces 
a'est toucUee cju'en un seul point par l'enveloppe. 

Au lieu de regarder Ies deux parametres eommc independants I'nn dc Taulre, 
supposons que b soit une fonclion arbitraire de a. LV^quation 

doil elre trailee comme la premiere. A chaque forme de la fonclion 9 correspond 
une eoveloppe; on a douc une infinite d'envcloppes quand is prend des formes dif- 
ferentes. Toules ces surfaces ont un carnctere commun, independant de la fonclion 
arbitraire, el lie a la nature des courbes suivant lesquelles chaque enveloppe est 
louchee par ses differenles enveloppees. C'est pour celte raison que Monge donne 
a la courbe represenlee par I'easemblo des equations 

F[x,,-,.,„.,(„,]=o, ^ = ., 
le nom de camcterUlique. 

Prenons, par exemple, I'equalion generale des spheres de rayon con&laul, donl 
le centre est situe dans un plan pris pour plan des xy dans un svsleme de coordon- 
nees reclangulaires. Leur equation est 

L'enveloppe de ces surfaces est une surface canal dont la nature varie avcc la 

Ammtis i,lr,„ij;,i„e, dr ficole NotmaU mprrUutr. Tonic IN. 2 
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Forme de la fonction f, niais qui. dans tous les cas, quelle que soil cette lonotion, 
est tOHchee par chacune des spheres suivant nn cerrle dnnt le plan est perpeiidi- 
culaire au plan desiry; ce cepcle, reprt-senle par I'equalion precedente el I'l-qua- 
tioD du plan 

a--«+[j--?lrt)]?'(a) = o, 

est la caracterislique de la surface canal. Oti"' que Ibis la caractcristique est one 
ligae de courbure, niais ce a'est pas un fait nccessaire. 

3. Les methodes d'iutegralion des equations aux derivees partielles du premier 
et du second ordre, donnees parMonge et par Ampere, ont pour base la conside- 
ration el la recherche prealable des caracteristiques. 

Toutefois, ces courbes ne sonl pas les seules que Ton puisse employer dans les 
questions de eelte nature. Dans certains cas, 11 peut etre avantageux de considerer 
une surface comme I'envetoppe des surfaces devcloppables. appelees par Monge 
enveloppees developpables , qui sont formees par les intersections successives des 
plans tangents aux differents points de lignes quelconques tracees sur la surface. 

Parmi ces enveloppees developpables, celles qui sont circonscrites le long d'une 
ligoe de courbure jouissent de proprietes speciales. La plus importante est que la 
tigne de contact sc trouve a la fois ligne de courbure de I'enveloppe et de i'enve- 
loppee. II resulte de V& que, si dans une question on connait la nature de ces enve- 
loppees, il suffira, pour avoir I'enveloppe, de regler le mouvcment des enveloppees 
par la seule condition que i-liacune d'elles soil coupee par la suivante lo long d'une 
de ses propres lignes de courbure. Nous les appellerons pour celte raisoa envelop- 
pies principales, Chaque surface a done deux svstfemes d'enveloppees prlncipales. 

4. Supposons que, dans un problemc, on eut en vue de trouver I'equation gene- 
rale d'un groupe de surfaces, et que par des considerations geometriques ou 
autres on fut arrive a savoir que loutes les enveloppees principales d'un systeme 
sont representees par une equation F = o renfermant un certain nombre de para- 
metres; on exprimerait, s'il (ilait possible, tous ces parametres au moyen d'un seul 
d'entre eux en assujettissant cbaque enveloppce principale a couper la suivante le 
long d'une de ses lignes de courbure, et alors on obliendrait I'equalion gencraie 
cherchee par la methode halnluelte des enveloppes. 

Au lieu de cela, dans ce (|Hi suit, nous traiterons les cas oil les enveloppees prin- 
cipales sonl dermies seulement par une equation /(/), y, a) = o entre les coelfi- 
cients du plan tangent/) et q et une constanle a relative a chaque ligne de cour- 
bure. 

Si cette relation est lineaire par rapport a /> et a 9, notre premifere methode nous 
conduira a rintegration d'une equation aux derivees partielles du premier 
ordre. Notre seconde methode, applicable a tous les cas, nous mettra en pre- 
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sence d'une equation lineaire de la forme 

i + P/J + 0^ = 0, 

oil P, Q designent des fonct'ions de x, y seuloinent. 

L'application de ces melhodes exige done la connaissance prealable de IVquation 
dilTerentielie des envetoppees priocipales de I'un des systemes. Qiielquefois celte 
connaissance resulte immediatement de !a definition geonietrique des surfaces 
dont on veut I'equalion generale. Dans tous les cas donl il est parle dans I'lntro- 
duclion, les surfaces peuvent eire dofinies par une Equation aux derivees parlielles 
du second ordre de la forme indiquee au meme endroil. 

alors, I'examcn de cette equation elle-meme conduit ii I'equation differenticlle des 
enveloppees, 

5. Supposons, par exemple, que I'on demande quelles sont les surfaces dont les 
llgnes de courbure de I'un des systemes sont des cercles parallcles a un meme 
plan. 

L'enveloppee circonscrite a I'une des surfaces suivant un de ces cercles est cou- 
pee partout sous le meme angle par le plan du cercle; c'est done un cone de revo- 
lution dont I'axe est perpendiculaire au plan donne. Or, pour que des cones droits 
dont les axes sont paralleles se coupent successivemenl suivant des cercles, II faut 
evidemment que le sommet decrive une perpendiculaire au plan. De la resulte que 
les cercles ne peuvent pas etre pris arbitrairemenl quant a la position de leurs 
centres. Ces centres doivent etre silues sur une mfeme drolte perpendiculaire a leur 
plan, et la surface cherchce est de revolution autour de cette drolte. lei. Ton aper- 
^;oil immediatement que I'l'quation dilTerentielie des enveloppees prlnclpales de 
Tun des systemes est 



I 



le plan Tixe elant pris pour plan des xy, et c'est a cette equation que I'un applique- 
rait les melhodes qui seront exposees plus has, si le resultat n'etalt evident. 

6. Supposons malnlenaut que les surfaces cherchees soient definies par une 
equation aux derivees parlielles du second ordre. 

Nous allons falre voir que , dans le cas oil nous nous supposons places, cette 
equation difTerenlielle est necessairement de la forme 



R, S, T Plant lies par la relation 



R(n-p') + S/>?-t-T(. + g') = o. 
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Pour le demontrer, nous allons modifier la forme sous laquelle on prend habituel- 
lement requation des lignes de courbure, qui est, comme on sail , 

(A) dx*[[i'^q')s'-pqt]'^dxdx[{i'hq^)r-'(i -*-p*)/] ^dx'[(i -^ p^)S'- pqr]z=o, 

Cette equation equivaut a la suivante : 

(B) dp(dx'^ qdz)r=2 dq(dx -hpdz). 

Remplagons-y dx eidy par leurs valours en fonction des differentielles totales dp 
et dq, et de r, s, / : on a 

dz = pdx -f- qdy\ 

dp = rdx -^ sdfy 

dq=^ sdx -f- tdy; 

tirons de ces deux dernieres equations 

d:^^-'dq^tdp 
rt — s' 

en portant ces valeurs dans I'equation (B) , mise au pr^alable sous la forme 

\pqdp — (i -h p')dq\dx = \pqdq -- (n- q')dp\dy, 

on obtient, apres reductions faites, 

Cela ^tant , designons par 

F = o 

i'equation aux derivees partielles du second ordre d'un groupe de surfaces deal 
tons les individus jouissent d'une propriete commune relative a la direction du 
plan tangent le long d'une ligne de courbure de Tun des systemes, et susceptible* 
d'etre traduite par une equation entre p^ q et une constante qui particularise 
cbaque ligne de courbure. En un mot, supposons que tout Ic long d'une ligne 
de courbure/^ et q soient lies par une relation de la forme 

f[p,q) = a, 

puis differentions cette equation en laissant a constant, ce qui donne un resultat 
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de la forme 

dq_dp 

M ~ N' 
M el N etant des fonctions de/> et de q. L'equaiion (C) des lignes de courbure doit 
etre verifiee identiquement par la valeur du rapport -^y tir6 de Tegalite pr6ce- 

dente, et par tout systeme de valeurs de/7, q^ r, s, t satisfaisant a Inequation dif- 

ferentielle 

F = o. 

Reciproquement, si on elimine ^ entre I'equation 

dq dp 

et Inequation (Cj, on doit retrouver ['equation differentielle donnee 

F~o. 
Celle-ci est done de la forme 

(D) r[(i -hg^)MN-/?gM^]-f-5[(i -+-/?»)M»— (i-f-g')N»]~/[(i -+-/;')MN - p^N'l = o, 

ou plus simplement de la forme 

Rr-i-S5-+-T/ = o, 

R, S, T etant lies par la relation 

R(l H-/l»)-+-Sp5f-hT(l H-5»)=:o. 

Si une pareille equation nous est donnee, nous poserons • 

M ~" N ' 

le rapport x? etant egal a ~ ~ r^^ — = • -> et en integrant cette 

** N ^ 2T -S::f\/S»-4RT ® 

equation, qui est aux differenlielles ordinaires, nous obtiendrons Tequation diffe- 
rentielle des enveloppees principales 

^{p,q,a)=^o. 

Si F est lineaire par rapport a /^ et y, nous appliquerons notre premiere me- 
thode, qui consiste a integrer cette equation, puis a chercher Tenveloppe des sur- 
faces representees par I'integrale generale, en regardant a comme un parametre 
variable, et exprimant que deux enveloppees successives se coupent suivant une 
de leurs propres lignes de courbure. 

7. Comme cas particulier, faisons 

Annates scientifiques de VEcole Normale superieure. Tome Ul, ^ 
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L'equation donnee devient, apres reductions, 









r— t 


s 




p'-q' 


pq 


et 


celle des 


envelopp^es 


priDcipales , 

dq 

q 


dp. 
p 



Cette derniere s'integre immcdiatement et donne/> = aq, a etant une constante 
arbitraire. 
Telle est Tequation des enveloppees principales. On pent d'ailleurs obtenir aise- 

ment, dans ce cas, leur equation en termes finis; c'est 

Seulement, nous devons considerer 9 commc contenant a d'une maniere quel- 
conque. 

Nous Savons maintenant que les enveloppees principales sont des cylindres dont 
les generatrices sont paralleles au plan xy. Reciproquement, tout cylindre de 
cette espece circonscrit a la surface la touche suivant une ligne de courbure carac- 
terisee par une valeur particuliere de a qui demeure la meme tout le long de 
cette ligne. 

Reste a determiner la nature de la fonction 9, de maniere que deux enveloppees 
successives se coupent suivant une ligne de courbure, ce qui est facile dans le , 
cas actuel. 

8. Nous remarquerons, en effet, que leslignes de courbure d'un cylindre sont 
les generatrices et les sections droites. Ici, les generatrices etant paralleles au 
plan des xy^ les plans des sections droites ont des traces perpendiculaires aux 
projections des generatrices sur le plan des xy^ et c'est sur ces traces que se pro- ' 
jettent les tangentes aux sections droites. II nous suffit done d'ecrire, en desi- 

gnant par j^ le coefficient angulaire de la projection d'une de ces tangentes, que 

Ton a Tegalite 

-7 — (X — I . » 

ax 

9. Pour avoir ce coefficient nous differentions les deux equations 

jH-aa: = 9(2, a), 

do 
(la. 
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ce qui donne 

dx = -5 — ^ dz ; 
docdz 



d*ou, en eliminant dz^ 



d<p d^(p 

d^ dz dadz 

dx rf*(p 



dadz 

Puis, portant cette valeur dans I'^quation 

dr 

nous obtenons, pour determiner f , Tequaiion 

dadz dz 

Cette equation pent etre integree , une premiere fois , comme si elle etait aux 
differentielles ordinaires. On pent, en effet, la mettre sous la forme 

d_(d^\ 
da\ dz J a 

do I H- a' 

dz 

Ghaque membre est une derivee exacte; on a done, en egalant les integrates et 
remplaQant la constante par une fonction arbitraire de z, parce que cette variable 
est consideree comme constante pendant Tintegration , 



(^)=F(.,>/.^«'. 



En integrant de nouveau, mais en remplagant cette fois la constante par une 
fonction de a, on obtient d^finitivement pour la valeur la plus generale de 9 

9 =5 V'l -+- a^ / ¥{z)dz -hi^a), 

ou plus simplement 

/et (j; etant des fonctions arbitraires. 

3. 
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Ainsi, I'iniegrale generale de I'equalion 

m 

est representee par Tensemble des deux equations 



x=^r=^=f(z)^^'(a), 

dont la seconde est la derivee de la premiere par rapport a a. 

10. II est aise de verifier que le systeme de ces deux equations constitue bien 
une integrale de Tequation donnee. On a, en effet, en diff^rentiant la premiere 
suocessivement par rapport a x et par rapport k j, 



a = ^i-ha'f{z)p, 
i=\/i-ha'f{z)q, 

et en divisant ces dernieres membre a membre, 

p =z aq. 

Differentions actuellement celle-ci par rapport a x, puis par rapport a r, nous 
obtenons 



d'oii Ton tire 



r — 


as — 


da 


5 — 


at = 


da 
da 


r- 

s — 


- as 
-at" 


_dx 
da 



Or, la seconde de» equations integrates donne 

' — r^ — /'(')/■ 



da \/i -f-«' I -ha' 



// J? I I 

(H-a')' (n-a')» 



J 



a 



:f'i^)q 



da V I ■+- a* I -f- a* 



(i-ha')' (i-ha»)' 
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On a done 

r — as — I 



5 



s — at a 
d'oii 

a(r— /)r=(a^— 1)5, 



ou, en remplaQant a par sa valeur ^f 



P' - 9' pq 

11. Nous pourrons suivre une marche analogue k la precedente toutes les fois 
que rintegrale generate de I'equation differentielle des enveloppees principales de 
Tun des systemes 

/(/>» g, «) = o 

se composera d'une equation unique 

F[j:,j,^,a,<p(w,a)]=:o, 

dans laquelle 9 designe une fonction arbitraire renfermant u eia d'une maniere 
quelconque et m une fonction connue de a?, j, js, a. Or cela a lieu seulement quand 
la fonction/est lineaire par rapport a /> et y. Soit done 

(i) p = aq -\-f[a) [/est une fonction donnee] 

Tequation differentielle des enveloppees principales; son integrate generale est 

J -h ox = 9 { a, [z — xf[a)] j. 

Nous allons chereher quelle forme doit avoir 9 pour que, a venant a varier, chaque 
surface representee par eette equation coupe la suivante suivant une de ses propres 
lignes de eourbure; alors eette equation, jointe a sa d^rivee par rapport a a, re- 
presentera I'ensemble de toutes les surfaces dont les enveloppees principales sont 
definies par Tequation (i). Posons 

les equations du systeme integral prendront la forme 

(2) J 4- 00: = 9 (a, m), 

(3, ' = ?,-S/W- 
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De ces deux equations on tire 

P= 5 ' 

du 
du 

Actuellement, dans Tequation des lignes de courbure 

(4) dx[{i'^p')dq — pqdp] = dx[{i-hq')dp-pqdq], 

on doit porter les valeurs precedentes de p et q, puis substituer a ^ ? ^ les vaieurs 

que prennent ces rapports en fonction de u^ a, x^ tout le long d'urie meme ligne 
de courbure. Nous obtiendrons ces dernieres valeurs en difTerentiant les equa- 
tions (i), (2), (3), comme si a etait une constante. En operant ainsi, on trouve 



dp 

dr _ 



-^■rw-H«)S-;&J [.-/(«)] 



'^^^'^'dW dadu 

d<f 

puis, en substituant dans Tequation (4)> et remplagant ;r par j 1 

12. Telle est Tequation du second ordre qui fera connaitre la forme de 9; si on 
Tecrit sous la forme 

on apergoit imm^diatement que chaque membre est une derivee exacte par rapport 
a {^; on est ainsi ramene a Tequation du premier ordre 

d<^ 

dans laquelle F designe une fonction arbitraire. 
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13. Si nous faisons /{d) = o dans TequalioD (i), nous retombons sur Texemplb 
iraite au n" 7. u se reduit a z , et I'equalion ( 5 ) a 



rf9^ 



^F(«}- 



En appliquanl a cette i'-qualioo les formiiles conniies pour I'mlPgration dcs equa- 
tions litieaires ii deu\ variables et remplacant la coDstante arbitraire par une t'onr- 
tion arbitraire de r, on Irouve 



et poor equation inte^nile 



!p^-\/| + «'.J;(a) + !■(«), 



qui ne differe pas do celle que nous avons dej^ trouvee au n" 9. 



^ II. — Equation lineaire a laqueAle conduit I'emjihi des deux systemes 
d' enveloppies priiicipales . 

14. Daus la uietbode pieced enle, applicable seuleuient au cas oil I'equatioii dif- 
terentiellc des euveloppees principales de Tun des.s}'stemes est lineaire par rapport 
a/) et 7, nous n'avons pas fait usage des enveloppees de I'autre systfeme. Nous 
aliens mainlenant montrer comment, en employant le,s equations des deux systemes, 
on esl dans tous les cas conduit a intcgrer une equation de la forme 

dans laquelle Pel Q sont des fonctions de x et de_v seulemenl. 

15. Toule surface S, quelle que soit sa nature, pent etre d'une infinite de ma- 
uieres consideree commo I'enveloppe d'un plan variable doat les coefficients sonl 
des fonctions convenables de deux coostaQtes arbitraires. Soit 

I'equation de ce plan. Si Ton y laisse constante I'une des deux quantiles a ou b. 
a, par exemple, tous les plans representes par I'equation qui resulte de celte hypo- 
these enveloppent une cerlaine surface devcloppable qui loucbe la surface S sui- 
vanl une ligne /; si Ton donnc a a une valeur differente, on a une autre 
surface developpable louchant la surface S le long d'une nouvelle ligne /' diffe- 
rente de la premiere. On oblient ainsi une premiere serie de surfaces developpa- 
bles enveloppees par S et que nous appellerons les surfaces [a], parce que leur 
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equation generate contient ce parametre; ou» pour etre plus explicite» parce que 
chacune de ces surfaces est completement determinee quand on donne k a une 
valeur particuliere. 

De meme , nous aurons une autre serie de surfaces que nous nommerons les 
surfaces (6). 

Ainsi , la surface S pent, de deux manieres differentes, du point de vue auquel 
nous nous sommes places, etre consideree comme enveloppee par des surfaces 
developpables. 

16. Un point quelconque P de la surface S est represente par Tensemble des 

trois equations 

z = F(a, b) -f- x^{a, b) -f-^/la, 6), 

dF d^ df 

da da ' da 

dF do df 

et Ton aura Tequation de la surface S en eliminant a et 6 entre ces trois der- 
nieres equations. 

Les lignes de contact (a) et [b) sont respectivement representees par les deux 

groupes suivants : 

iz = F(a, 6)-i-x9(a, b)^yf{a, b), 
dF' rfo df 

iz = F{a,b)-¥-x(f{a,b)-i-xf{a,b), 

(fi) rfF rf© df 

( da da * da 

Le point P est a I'intersection des deux lignes apparteuant Tune au systeme (a), 
Tautre au systeme (|3). Pour toute surface, on pent choisir d'une infinite de 
manieres ces deux systemes de lignes 

Nous allons chercher quelle est la relation a laquelle doivent satisfaire les 
trois fonctionsF, 9, /pour que, en chaque point P, une des deux generatrices 
rectilignes qui y passent soit tangente a la ligne de contact appartenant a la 
surface de I'autre systeme. Nous allons exprimer, parexemple, que la ligne de 
contact de la surface (a) est tangente a la generatrice de la surface [b). 

17. La tangente a la surface (a) etant deja situee dans le plan tangent a la sur- 
face S, aussi bien que la generatrice (6) , il suffit d'cxprimer que les projections 
de ces deux droites sur le plan xy sont paralleles, c'est-a-dire d'ecrire que les 
differentielles dx et dy le long de la ligne de contact satisfont a la relation 

0=^ -^ dx -\- -J- fh- 

aa da ^ 
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Differentions les secondes equations des groupes (a), (|3), en laissant constant le 
parametre a. Nous obtenons 

\dadb dadb -^ dadbf da da ^ ^ 

Pour que dx et dy satisfassent a la premiere des deux relations precedentes, il 
faut et il suftit que Ton ait 

d^Y rf»(p d-'f 

• X -j — 77 H- r -Til =^ o- 



dadb dadb " dadb 

18. Nous remarquons que si nous eussions voulu exprimer que la ligne de 
contact [h) est tangenle a la generatrice d'une surface (a), nous eussions ete 
conduits a la meme equation. Done, quand la ligne de contact d'une surface de 
Tun d<es systfemes est tangente a une generatrice de I'autre systeme, Tinverse a lieu 
pareillement; ou, en d'autres termes, les generatrices de chacune des deux sur- 
faces developpables (a) et [hi) sont a la fois tangentes a la ligne de contact de 
Taulre surface developpable avec la surface S. Nous transformerons Tequalion de 
condition qui precede, en y mettant a la place de x et de y leurs valeurs tirees des 
secondes equations des systemes (a), (j3j. 

Nous obtenons ainsi 

d'^ l^hdf_d^df\ rf^9 (dfd¥ dfdF\ d'f fdF d<^ dFd(^\ _ 
^^' dadb [da db db da)'^ dadb\da db db da) '^ '3^1Ih\da db db da) "^ ""' 

19. Cette equation laisse indeterminees deux des trois fonctions F, 9,/. Mais 
si nous prenons pour nos surfaces (a) et [b) les enveloppees principales de la 
surface S, il n'en est plus ainsi : les fonctions / et 9 sont liees par une equation 
que nous obtiendrons en ecrivant que les generatrices des deux surfaces (a), (]S) 
se coupent a angle droit. 

Cette equation est 

Pour la former immediatement, il suffit de considerer les equations 

X y z 

df^ ^ "^ df ^ ^ d(j^^ 
lb db "^"dh^'^'dU 

X y z 

da da ^ da '^ da 

Annates scientiftqucs de Vicole Nor male supSrieure. Tome HI. /\ 
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qui represeoteat respectiyement des droites menees par Torigine des coordonn^es 
parallelemeni aux deux generatrices et d'exprimer la perpeudicularite de ees 
droites. 

Remarquons que la premiere de ees deux equations est du deuxieme ordre, 
mais lineaire par rapport a chacune des trois fonctions F, f »/• Elle est meme 
de la forme tres-particuliere 

P et Q etant fonctions seulement des deux variables independantes. 
20. Si done f et/sont donnees par deux equations de la forme 

+ (?»/» «) = o, 
+i(?»/. b) = o, 

et satisfont a T^quation (e^), on obtiendra F par une equation lineaire du second 
ordre ne contenant pas les derivees extremes de cet ordre. 

Si Ton connait seulement Tequation differentielle de Tun des systemes d'enve- 
loppees principales, on determinera I'equation des enveloppees principales du se- 
cond systeme par Tequation du premier ordre 

^' ^^ ^ ^ rf6 -^^ V^ 55 ■*- 56 daj ^^' "^-^ ^ rfa rf& -^' 
et Ton retombera alors sur le cas precedent » oil les equations 

4;, = o, 

sont donnees. 

II suffira d'ailleurs de prendre une integfale avec une seule constants arbi- 
traire. On connaitra done 9,/, F en fonction de a et 6, F renfermant dans son 
expression deux fonctions arbitraires. On portera ces valeurs dans T^uation 

z = F(a, b) H- x(^(a, 6) -f-//(a, 6). 

puis on eliminera les deux parametres entre cette equation et les deux Equations 

derivees 

^d¥ d^ df 

da da ^ da^ 

rfF dm df 

Les deux fonctions f et/ne sont autre chose que les derivees partielles de z par 
rapport a a: et k / dans Tequation de la surface S, derivees que nous designons 
habituellement par p et q. Nous n'avons fait qu'un changement de variables en 
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exprimant ces coefficients differentiels au moyen de a et b, au lieu de les exprimer 
au moyen de cc ct de y, 

21 . Quand on connait l'6quation diffi^rentielle des envelopp^es principales de 
Tun des systemes 

il n'est pas necessaire, pour trouver Tautre, de recourir a Tequation ((?). En effet, 
de Tequation precedente nous tirons 

a 

en designant par a le rapport — ^ • Portons ces valeurs de r et de / dans Tequa- 
tion differentielle des lignes de courbure. Elle devient 

[a(i -^ p^)— pq]dp^ -4-[i -4-p^ — a(i -hq')]dpdq -4- [oc^pq — <x(i -4-p*)]rf9* = o. 

Le premier membre se decompose en deux facteurs 

dp ^ adq , 
[a{i-^q')-pq]dp-^[i-^p' — apq]dq , 

qui correspondent respectivement aux enveloppees principales des dau9( systames. 
2^. Reprenons I'exemple deja traite : 

r — / 5 



Nous avons trouve, pour equation differentielle des enveloppees principales de 

Tun des systfemes, 

p = aq, 

c'est-a-dire, avec la notation que nous avons employee en dernier lieu, 

? = «/• 

On deduit de cette derniere equation, en la diff%rentiant successivement par rap- 
port a a; et par rapport a j, 

da~^^ da^ 
d^ df 

Portpos iCes valeurs de 9, J^i ^> dans I'equation di^erentielle qui lie f et/. Cette 

4. 
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equation devienl 



(i-H 



"■/■'ff-«/-[(-^-Df-fn-'-/''(/-^"l=- 



ou, en efTaQant les termes qui se detruisent, 

,,dfdf .df 

Le premier membre de cetie equation se decompose en deux facteurs, 

le second facteur, egale a zero, nous donne, pour determiner/, Tequation 

qui pent etre integree immediatement. 
On obtient ainsi 

/v/i-4-a' = fr 

[il ne serait pas plus general de mettre ^{b)\. 
On a done 

f=-T. -i 



9 



y/i -4- a* 
ab 



\Ji -4- a* 
Ces valeurs vont nous servir pour determiner F : on en deduit en effet 

df_ ab df_ 



^9 b rf<p a 

(i-fa*)* (1-4- a')* 



En portant ces valeurs dans Tequation 



^F^ /rfj df_ d^df\ d¥(d^ d'f _ df rf»9 \ rfF (dfd^ _ dc^ d'f \ _ 
dadb \da dS db daj'^da \db l^db db ladb) '^ db\da dadb 3S ladb) " ^' 
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on obtienty apres reductions, 

d'V . rfF 

5— = O. 



dado da 

On tire de la, en integrant deux fois, 

¥=b C(^{a)da-h^{b). 

Designons I (p{a)da par /(a); nous aurons, pour representer I'integrale de 
Tequation proposee, le systeme des trois equations 

z = fr/{ a J 4- + ( 6 ) -f. X -4- . r » 

VI -4- a' v»-+-« 






v/i-4-a* ^1-4- a* 

23. II est aise de verifier que ce systeme de trois equations est equivalent au 
systeme des deux equations precedemment trouvees 



r -^ ax = \J I -\- a^ f[z) H- vp(a), 

En efTet, on tire de la troisi^me 

ax X 



- ^'(b) =f(a) 



^i -{- a* ^i -4- a* 

D'autre part^ la premiere Equation pent etre ecrite de la maniere suivante : 






on a done 

z = ^(b)^b^'{b), 
et, par consequent, 

le signe 4> designant une fonction completement arbitraire. La troisieme equation 
pent done etre mise sous la forme 

X -^ ax = \/irra' [f{z)] -4-v^,(a); 
puis, en multipliant la troisieme equation para et Tajoutant membre a membre 
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avec la seconde, on obtient 

o = af(a) -4- { 1 -+- a})f'{a) 4- a ^'{b) -4- x ^\ H-a« 

ou 

VI -4- a* v»-4-« V'-^« 

Cette derniere equation, jointe k Tequation 

j-4- ajr = v/i -4- a*/(z) -+- v|^i(«), 

constitue precisement le systeme deja obtenu. 

24. Prenons mainteoant le second facteur ^9 que nous avons laisse de cote; en 
I'egalant a zero, on trouve 

et on en deduit par Tequation 9 = 0^, n^ 22, 

L'equation (7), qui donneF, est identiquenvent satisfaite; on pent done prendre 

pour F une fonction entierement arbitraire de a et de 6, mais Tune des equations 

derivees se reduisant ici a 

rfF 

b est fonction de a, et il n'est pas moins general de poser 
Par consequent, la valeuf de z est 

z=iw\a) -4- xaxia) -4-rx(«)- 

II faut joindre a cette equation sa derivee par rapport a a, 

puis eliminer a entre ces deux equations; mais la fonction ;r i^'^sl pias tfbitraire. 
Cherchons, en effet, a verifier Tequatiofi diflerentielle donnee. 
On a toujours 

d'oii 

da 

r-^as dx 

s — at da 
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Pourqu'on retrouvat T^quation donnee, il faudrait que Ton eut 

da 

dx I 

da"" a 



or 



On doit done avoir 



ou 



da 

da x'(«) 

X(fl)4-ax'(o) _ 1 

«x(«) -♦-(«'-*- Ox' («) = «>, 



ce qui exige que ;^(a) soit de la forme -;==? c etant une eonstante. Aiasi , le 

facteur ^ correspond a une integrate particuliere; r/est ce qui aura lieu toutes les 

fois oil Ton trouvera que Tune des variables a , b n'entre pas dans les fonctions 
/et 9. 

25. Nous avons dit que, Tequation difT^rentielle des enveloppees principales d'un 
des systemes etant connue, Tequation g^nerale des lignes de courbure pent tou- 
jours fournir, par une simple division, T^quation des enveloppees du second sys- 

teme. Si de I'equation ^_ , = — - on tire la valeur de s pour la porter dans 

Tequation des lignes de courbure, celle-ci prend la forme 

dq^ ■+- P " " X dpdq — dp* = o. 

Cette equation fournit deux valeurs de -^ : 

^^ = 2 ei $ = -f 

3p p op q 

qui correspondent aux enveloppees principales des deux systemes. La premiere de 

ces equations donne 

p^aq, 

la deuxieme 
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on en deduit 



9 = 



V^i -4- a* 

ab 
V^i -ha' 

C/est ce que nous avons deja trouve. 

26. Nous remarquerons en(5ore, a Toccasion de Tequation 

r— / __ s 



que c'esl Tequalion differentielle representant toutes les surfaces dont les lignes 
de courbure de Tun des systemes sont parallelesau plan des xy. 

Ce qui precede nous apprend que celles du second systeme son! planes comine 
les premieres, mais non paralleles entre elles. Leurs plans sont paralleles a une 
meme droite perpendiculaire au plan des premieres. Nous aurons bienlol occasion 
de retrouver cette categoric de surfaces. Leur inlegrale se presentera a nous sous 
une autre forme qui mettra en evidence un mode de generation tres-simple deja 
indique par Monge. 

g III. — For mules de Monge pour les surfaces reciproques. Methode de 
Laplace pour V integration des equations aux derii^ees partielles li- 
neaires. 

27. Dans certains cas, il y a avantage a abandonner les variables independantes 
a et b, et a considerer F comme fonction de cp et de/. On retombe alors sur la me- 
thode de Monge pour les surfaces reciproques. Nous allons ecrire ce que devienl 
Tequation qui fait connaitre F. On a 





//F </F rf()) rfF df 
da df da df da 




d¥ f/F d(f </F df 
db d<f db ■*■ df db' 


d^¥ 
dadb~ 


d'¥ d<f dcf d'F (dfd<f d^ df\ d'V 
d<f' da db ' d<fdf\db da ' db da) ^ dp 




d¥ d-<f d¥ d\f 
df dadb df dadb 



On deduit de ces trois equations 



iifdY^^ df (IV__ d^ (dfd^ _(Jf^dj\ 
da db db da ~~ d^ \da db do da I ' 

dV d^_d¥ d^ dj^fdf d^_(^ d^\ 
(•a ' db db da '~ df [da db db ' da) ' 
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Rempla<;ons, dans Tequation du n^ 18, les quantites qui figurent aux premiers 
membres des deux dernieres equations par les seconds membres des meines equa- 
tions; nous oblenons, par la suppression du facteur commun {';f ' zn; — %.* '^] ' 

dadb dadb do dadb df ' 
ou enfin 

rf^ rf9 rf9 d^ (dfdy rf? ^\ fi^F df d£ _ 
df9» ' da' db'^ dc^df \da db "^ da dbj "^ dp da' db'^''' 

En remplaQant ;7^' ^' ^' ir 9^^ leurs valeurs en fonclion de 9 et de/, nous 

aurons encore, pour determiner F, une equation lineaire du second ordre. 

28. Nous avons nientionne cetle dcrniere forme d'equation parce qu'elle pent 
quelquefois conduire a une forme Ires-simple. Nous citerons, par exemple, le cas 
oil Ton a 

da Ib^ db da ' 

auquel cas cette equation devient 

d^ dj d^ d^¥ df df _ 
• rfcp' ' da' db'^ dp ' da db"""' 

La meme hypolhese, introduite dans Tequalion qui lie/et 9, donne 

En divisant membre a nmmbre les doux dernieres equations, on obtienl 

Nous aurons a revenir sur cette equation. 

Dans la plupart des cas, c'cst Fcqualion du n*" 18 qu'il faut employer, parce 
qu'on lui applique immediatement la methode de Laplace. 

Nous croyons devoir rappeler en quelques mots en quoi consisle cette methode, 
publiee dans les Memoires de rAcadcmie des Sciences de 1773. 

29. Etant donnee une equation lineaire de la forme 

Ar-f- B5 -4- C/ -f- D/; -4- Er/ -f- F;; -f G - o, 

A, B, C, D, E, F, G etant fonclions de x et v seulemenl, Laplace commence par la 
transformer en une autre pareillement lineaire et ne contenant que 5, 

s -f- nip -\- nq -^ Iz -\- t - o. 

Annates scientific iies de VKcole No/male sitpcrieurc. Tome HI. 5 
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Pour cela» il prend deux nouvelles variables independantes a el j3, et pose, comme 
nous avoQS fait tout a Theure, 



dz da dz d^ 
P'doL dx'^d^ dx' 




dz da ^ dz d^ 




^ da dy d^ ly 




d'z (day d^z da rf|3 d^z (d^y dz d^a dz r/'S 
'' da' \dx) ' '^ dadi^ dx dx ' d^' \dx ) ' da dx' ' r/(3 dx^' 




d'z da da d-z /d^ da d^ da\ d'z d^ d^ ^ dz d'a 
~ da^ dx dy dad^\dy dx dx dy ) t/j3' dx dy da dxdr 


dz dr^ 

^ ./3 dxdy 

1 • 


d'z (day d'z da rf(3 d'z (d^y dz d-a dz c/'P 
^~"da'\dy) ' '^'dad^ dy dy ' di^'\dy) ' da dy' ' d?, dy' ' 





-» 



puis il determine ces quantites de fagon quo les coefficients de -j-r, et -j^^ soient 

nuls dans Tequation transformee, c'est-a-dire par les deux equations aux derivees 
partielles du premier ordre, 



\dx/ dx dy ' \ dy I '" 



ou 



da _ — B-4 - vB^— 4 A(:rf« 
dx 2 A dy 



d^ ___ -B-VB^-4 A(: dp. 
dx ?.A dy 

■ 

Quand ces deux dernieres peuvent etre integrees, Tequalion 

Ar-f- B5 -f- C/ -f- : o 

prend la forme 

s -+- tnp -h nq -h Iz -h I — o, 

30. Nous remarquerons d'ailleurs que Ton peut supprinier / sans nuire a la 
generalite de la methode, pourvu que Ton connaisse une solution particuliere z, , 
ce qui generalement est trfes-facile. On posera en effet 

Z r=: Zi -h U, 

et comme Zt satisfait a la relation 

s -f- tnp -i- nq -h IZi -{- t '.~o, 

u sera determine par I'equation sans terme independant 

s -h mp -\- nq -h lu = o. 
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31. On sail que dans la composition de Tinte^rale de cette equation doivent 
figurer deux fonctions arbitraires. Tune portant sur x et Tautre sury seulement. 
Laplace demontre que cette integrale, si elle existe, est lineaire par rapport a 
Tune de ces deux fonctions arbitraires et a ses derivees successives. C/est-a-dire 
qu'elle est de la forme 

ou 

R, A, A, , A2 , . . , dans la premiere, ou S, B, 6| , B, , . . . , dans la seconde, renfer- 
mant d'une certaine fa^on celle des deux variables qui ne figure pas explicitement 
dans Texpression de z. 

32. Laplace commence par donner des regies qui permettent de determiner a 
I'avance le nombre des termes dont se compose cette expression. 11 pose 

dm 
(ix 



r/r 

/w, -^: m —-^ 

, dy dn 

/, =-r u, -f- mn — n — ^— 

. dm, 
dx 



ST' 



En general. 



et selon que Ton a 



z est de la forme 



I dmr^t 

Ur =- ir—i — -y — TWHr— I , 

djXr 

dr 

mr = mr-i '— 1 

, dy^ dn 

a, dr 



z = A9(;r), 

2 =: A9(a;) -4- Ai<p'(a:), 



5. 
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33. Pour appliquer la methode, il faudra cbercher la loi de formation des 
quantites |x, , /x^, . . .jx^. en fonction dc r; ei alors on determinera le rang du der* 
nier terme en posant 

Pr = o; 

sinon on fera une suite d'essais en formant |x, , fx,, . . . successivement; mais dans 
ce eas on pourra etre conduit k executer un nombre d'essais considerable sans 
obtenir autre chose qu'un resultat ncgatif. 

La determination du rang du dernier terme est la seule partie difficile de la me- 
thode; quand ce rang est connu, il est aise de former Tintegrale generale par un 
procede regulier et toujours le meme. 

Remarquons, en effet, que Tequation pent etre mise sous la forme 

d ( dz \ I dz \ / , dm \ 



ou , en posant 



De meme, en faisant 



on aura 



dz 
dy 

dzt 

•T — h nZi 4- fZi = o. 



dzi 

-Si =: ^1 — h/n, «i, 

dZi , 



dZr^i 

dzj 

-^ -h nz2 -h [x, z= o, 

dZi 

T h nzs ■+- fZ, r= o, 



dzr 

— ^nZr-^lMr^O, 



Or, si fJLr = o, la dernifere 6quation donne 

dzr 
dx 

d'oii Ton tire 



-+- nzr — o, 



— Cndx 



+(r)* 
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^ etant une fonction arbitraire ; puis de la relation 

dz^^x 

on deduit, en appliquant les formules connues pour I'integration des equations 
lineaires a une seule variable. 



z, 
on aura ensuite 

d'oii 



.,^^-/-r_.4rr (^j ^ P^^(^) J-^.4r-/^^^ 



dZr^x It dntr-i \ 



puis 



3r-l = 


dZr-i 

dx 


4-nZr_i 




nnir-^t "^ 


dnir^i 
dx 


■ * 


r •_»_ 


dZr-t 

dx 


4- nzr-j 


1 ■! ■ ^ 


'^s- 


nntr^i + 


drrir-^i 


/,-, 



et ainsi de suite jusqu'a z. 



DEUXifiME PARTIE. 



§ I". — Gen^ralit^s sur les ombiUcs. 

34. Monge a donne le nom d'ombilics aux points d'une surface pour lesquels les 

deux courbures principales sont egales et de meme sens. 

Designons par p, et /s, les deux rayons de courbure; ils^ont pour valeurs respec- 

tives 

D. 

VI H-p'-4-g* 

D, 

P> = 



D« et Da etant les deux racines de Tequation du second degre 

[D(i +/>») - r] [D(i -4- qn - /] - [pgD - S]> = o. 

Ci'tte equation a, en general, ses deux racines reelles et inegales; en efTet, le 
coefficient de D^ etant i-hp^ "^ 9*» ^^ obtient deux changements de signe en 
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suhstituant sucressivement , dans le premier inembre» a In place deD — qc , Tune 

r t 

des deux uuantites ■ ou 1 ct -h oo . 

Les d(Mix valeurs de D ne peuvent done etre egales que si Ton a 



/ 



I -4- /?= 14-^* 

inais alors le preuiier membri* de Tniualiou devieiiiune difference de deux carres 
el change de signe quand on subslitue, a la place de D, — , et —• Done, pour 

que Tequation ait ses deux racinos egales, il faul egaler le rapport -- aux deux 
precedents, ce qui donne la double condition 

r is 



»2 



/'? 



Os deux equations, jointes a cellc de la surface, determinent les ombilics. 

35. En ces points, toutes les sections normales ont meme courbure; de telle 
sorle que Telement de la surface pent ctre assimile a un element de sphere, ou, 
pour etre plus precis, la surface possede une sphere osculatrice; en d'autres termes 
encore, Tindicalrice est un cercle. 

Les ombilics peuvent aussi etre definis comme les points oil les deux valeurs de 

-> • dans Tequalion 

(ly-[pqt — s{i -\- q')]-\- (lxJy[l(\ -+-/>■') — /-(i -h ^^}] -f- tlx'^[s{\ -f- /^») — pql^^ —- o, 

deviennent egales; c'esl-a-dire qu'en ces points s'effectue le passage des lignes de 
courbure d'uti d«s systfemcs anx lignes de courbure de I'autre sysleme. 

Celte nouvelle detinition nous montre que nous pourrons obtenir comme ombi- 
lics des points qui n'en sont pas; rar, pour que d«s points se presentenl avec ce 
caractere, il sufiit que leur projection sur le plan des jtv serve de passage entre les 
projections sur le meme plan des lignes de courbure de Tun a Tautre systeme. 

Tels sont tons les points du eonlour apparent de rellipsoide par rapport au plan 
du grand et du petit axe. 

En changeant de coordonnees, il sera toujours facile de reconnaitre si reellement 
on a un ombilic. 

36. Les ombilics elant determines par trois equations, celles du numero 
precedent et celles de la surface, leur nombre est en general limite. Ainsi, dans 
les surf^ices qui admettent des seclions circulaires, ce sont les sections circubires 
ev^nouissantes. lis sont au nombre de qualre dans I'dlipsoide et riiyperboloikk a 
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deux nappes, etau nombre de deux seulement dans le paraboloide elliptique. Dans 
rhyperboloide a une nappe et le paraboloide hyperboliquc. non pins que dans toute 
autre surface k courbures opposees, il nc peut y avoir (rornbilics. 

A priori^ il semble que toute surface a une infinite d'ombilics eonslituanl une 
ligne, puisque, pour exprimer Tegalite des racines de re(|uation en D, il suffil de 
poser la condition 

o ^ [/(, -f./>=) _ r(i -f- q')y- -h .{ [/>(//•- 5(n- /;')] [pqf - S(i -4- q^)\. 

Mais cette equation se decompose en deux , qui sont celles que nous avons posees: 
elle represente en ^^cneral une ligne imaginaire a deux hrancbes qui se coupenl anx 
oinbilics reels. Cette ligne a ete nommee par Monge ligne des courbures spheriques, 
parce que tout Ic long la surface admet une sphere osculatrice; elle a pour points 
doubles les oinbilics reels. 

Nous allons examiner un certain nombre de cas oil cette ligne pent devenir 
reelle, et nous lui donnerons le noni de ligne ombilicale, 

^11. — Surfaces dont tous les points sont des amhilics. 

37, Monge a fait voir qu'il n'y a que la sphere dont Ions les points soienl des 
ombilics. M Bertrand a, depuis, demontre cette proposition par la Geometrie, avec 
I'elegance qui lui est habituelle. On en trouve encore, dans le Calcul differentiel du 
meme auteur, une demonstration analytique tres-simple que nous avions egalement 
rencontree, et que nous allons reproduire afin de donner plus dVnsemble a ce 
Memoire. 

En chaque point de la surface les deux equations 



r 

. + /, • - 


PI 

s 


1 + 7' ~ 


M 



sont satisfaites; chacune iTelles peut etre integree immediatement une premiere 
fois. 

La premiere, par exemple, peut etre mise sous la forme 



et donne par Tintegration 





^ 


..Ut 




dx 


_ ,h- 


p 


I +;>' 


Tf 


V'l 


+ ;>- - 


-q-Ay) 
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On a de meme 

les fonctious ^ et i|; etant jusqu'ici arbitraires; mais, en realite, ces fonctions doi- 
vent satisfaire a la relation qui exprime que 



On a 



on en deduit 



dp dq 

dy^ dx 

, ^ 9'(r)-«-' 

^ v|;'{^)9'(j)-i' 

^ = - ^M [1 4- cp'W] '- . 

dq 4'W+'("^) r ,/ M * 



puis , en egalant les seconds membres et en supprimant le facteur rommun 

[<j;«rx)9»Cr)-iF. 



3 

9(r)?'(r) _ +W+'{^) 



Or, une fonclion de j ne peut etre idenliquement egale a une fonction de x que 
si chacune d'elles se reduit a une constante; done les deux rapports qui precedent 
sont egaux el constants. 

On a done 

On tire de la, par Tintegration, 

I X — a 



>/i-4-+'(x) r 

J z^-^'-P. 

v/i-f-9»(j) r 

r, a, /3 etant des conslantes arbitraires. 

Porlons dans les expressions de/; et q les valeurs de ^ [x) et o \v) (lcduilc:s lies 

relations precedeiiles. On trouve 

X — a 



q m ^1 y- — — : 
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d'oii 

[x — a)dx -\- (x — P ) ^T 



dz = 



et en integrant , 



v/r'-(^~a)^-{r-Pr' 



ou 



(x — ay -4- (r — (5)' -J-C-z — y )' = r\ 



Cette equation represente, comma on sait, une sphere de rayon et de positions 
quelconques. Cette surface jouit done exclusivement a toute autre de la propriele 
d'avoir en chaque point ses deux courbures egales et de meme sens. 

Cette conclusion est complete et rigoureuse, si Ton se borne, comme nous 
avons intention de le faire, aux surfaces reelles. 

^ III. — Surfaces qui peuvent avoir des lignes ombilicales reelles. 

38. Pour qu'une surface ail une ligne ombilicale reelle, il faut que les deux 
equations qui determinent les ombilics se reduisent a une seule. Cela pourra avoir 
lieu si , en ajoutant membre a membre ces equations respectivement multipliees 
par des facteurs convenables, on forme une nouvelle equation satisfaite pour tons 
les points de la surface. Mais cette condition n'est suffisante que dans le cas oil les 
facteurs ne s'annulent pour aucune valeur reelle de x et de y. Nous sommes 
done ainsi conduits a chercher quelles sont les surfaces en tons les points desquelles 
on a 

(1) X— ^, -(>-4-X')— -4->' — ^=0, 

I -4- /?' ^ ^ pq \ -\-q^ 

c'est-a-dire a integrer cette equation , X et X' etanl des facteurs quelconques qui 
ne contienncnt que .r, y, :;, p, q, 

Comparons cette equation a celle que nous avons deja examinee au n"" 6 et qui 
n'en differe qu'en apparence lorsque X el X' renferment seulement/? et i\, 

II faut, pour qu'elle lui soit identique, qu'il soit possible de choisir M et N de 
fagon a satisfaire a Tegalite de rapports 

(I '^q^)W^—p q^V _ (i -h^^)N^- — (I ^y;^)M = _ p q^- — {i -f-;?') MN 
X(i -h q'J]rq~^ ~ (X -4- X')(. -^p^ii-h q'\ ~ X'(i ^p')pq 

Chassons les denominateurs et egalons chacun des termes extremes a celui du 
milieu. Nous obtenons Tequation unique 

(2) X'(i -+^p')pqW -f-X(i -+-g^)/;gN' — (X-4-X')(i -^ p^){i H- gVi MN — o. 

Annales icientifiques de TEcole Kormtile lupericure. Tome III. O 
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Cette equation donne, pour le rapport jr-> les deux valeurs 



N~ '}LV{i-hp')pq ' . 

En les separant et remplagant ^ P^^r •^'> nous aurouw^^ deux equations aux diffe- 

rentielles ordinaires qui seront les equations diflerentielles des enyeloppces prin- 
cipales des deux svsteines. L'ensemble de ces deux genres d'cnveloppees est 
represenle par Tequation 

(3) /(i -h q')(ip' ^ X' (r -hp^)(lq^ - (). + X') ^' "^ /^' H ' -+- g^ ) ^^^^/^ ^ ^ 

39. Si X et X' ne contiennent que p ety, on con^oit qu'il est toujours possible 
d'integrer ces equations diflferentieiles ; mais on ne pent pas former une expression 
generale de Tintegrale tant que les valeurs de X el de )/ restent indeterminees. 
Nous nous hornerons done a etudier quelques cas siiTlptes. Connaissant la nature 
des enveloppees principalcs, une de nos deux methodes nouS fournira, quand eile 
existe, I'equation generate des surfaces, a lignes ombilicales, representee par 
Tequation proposee. Mais nous choisirons ces exempies de fa^on ^ ,7iontrer que, 
memo dans des cas oil Ton peut avoir I'equation la plus generate des enY^loppees 
principales, il n'est pas toujours possible de mettre sous forme finie Tini^^^rale 
generate de I'equation proposee et que cette impossibilite est dans la nature o^f 
choses. ^ 

40. Premier exempU. — Nous avons deja traite le cas oil Ton fait X = i h-/>', 

V = — fi -h y'); ce qui donne 

r— t __ j_ 

Faisons maintenant X' = o. L'equation (i) devient 



/• 



^ -^ P' pq 

I'equation f3) nous donne 

(4) dp=io. 
et 

(5) dp^l±£dq^o. 

pq ^ 

Premiere mithode. - L'^uation (4) fournit 

(6) \P = ^^ 

\ * = aa;-h9(j, a). 



\ 
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De cette equation et de sa derivee par rapport a a 

rf<p 

(7) °=^-^j^' 

tiroos le rapport -p- pour le porter dans Tequation generate des lignes de cour- 
bure, qui se reduit dans ce cas a 

dj^ ,pq -hdxdy{i -h />' ) = o, 

et se decompose dans les deux suivantes : 

/ dr 
(8) ! 



dx 



dy I -h/i' 

dx "" pq 

La premiere de ces equations nous apprend que toutes les lignes de courbure 

de Tun des systemes sont paralleles au plan zx. Nous devons done retomber sur 

des r^sultats d6ja Irouves, sauf le changement d'axes, car nous avons vu que 

I'equation 

^ r — t s 



P' - ?' P<1 

represente toutes les surfaces dont les lignes de courbure de Tun des systemes 
sont paralleles au plan xy. 

Les equations (6) el (7) nous donnent 

dx _ I 



dx rf'cp 

dadr 

II faut egaler cette valeur a Tune des deux valeurs de -^ fournies par les equa- 
tions (8). En egalanl a la premiere, on exprime que © est independant de j; les 
surfaces correspondantes sont des cylindres dont les generatrices sont paralleles a 
Taxe des J. 

En egalant a la seconde , il vient 

» 

oil, en remplaQant p par sa valeur a, 

I, I ^M ^'? — r^'i' 
I ' -+- a J J — -J- — ^ "j" * 
' doidy dv 

Cette equation est inlegrable facilement , comme celles que nous avons deja 

6. 
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traitees; nous avons pour represenler TiDtegrale cherehee 



zzizax -h yi -l-a'/(r)-'- f (a), 

0=^^-4- -7=^= /(.r) + F'(a). 
VI H- a' 

Ce systeme n'esl autre que celui deja obtenu au n® 9 avec le seul changement de 
y en z et de s en y. 

Nous aurions pu faire usage de Tequation (5) des enveloppees du deuxieme 
sysleme en la comhinant avec Taulre solution des lignes de courbure 

rfr 

dx 

41. Deuxiime methode, — Des equations (/|) et (5), nous tirons 



ou, en prenant les notations du § II, 



nous en tirons 






= o 



dad^ ' dad^ j3»^i-+-a' 

En portant ces valeurs dans Tequation (7), n^ 18, on obtient 

puis, en integrant deux fois cette equation, on trouve que la proposee est repre- 
sentee par le systeme des trois equations 



zz=zax-^ ^!—jr y-^ ^l^(a) -j-^i -|-a'Gj((3), 



o=x-^-~^===y-^^'[0L)-^ _!L_ ht((3), 



systeme d'ou il est aise de deduire celui des deux equations du numero precedent 
par un calcul tout semblable a celui que nous avons execute au n" 23. 
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42. L'equation 



i-h/7^ pq 
qui vient de nous servir d'exemple, et qui nous a donne pour integrate premiere 

v'i-+-/^'^?/(r)» 

pourrail etre integree completenienl par les melhodes habituelles. On pent, par 
exeinple, lui appliqucr les formules d'Hamilton. La presence de la fonction arbi- 
traire/fr) n'empeche pas Tintcgration. On Irouve ainsi pour integrate complete 

^z-cy-h{x-ay=fir)y 

aeib etant deux constantes arbilraires. 

Ce resutlat etant connu, it est aise d'y arriver tres-simplement a posteriori. En 
effet, t'cqualion d'une sphere quetconque 

{z — cy-h {x — ay-h (j— by = /•» 

satisfait cvidemment a t'equation differentiette proposee. EiTectuons lescalculs par 
tesquets on le verifie : nous sommes conduits a ccrire tes relations 

(z — c) p-\-{x — a)z=o, 
(z — c)q-h{x—l>} = Oy 

d'oii 

{z — c)r-hi -h p^ = Of 
{z — c)s -h pq = Oy 

r s I 

I -f- p' pq z — c 

Or, it est evident que dans tons ces calculs une fonction arbitraire de y eut joue 
te meme role que (y — by* En effectuant cette substitution, nous obtenons notre 
integrate complete 

{z-cy-h{x-ay=f(x). 

Nous en d^duirons t*integrale la plus generate, par la methode de Lagrange, en 
regardant Tune des constantes comme une fonction arbitraire de t'autre, et pre- 
nant la derivee par rapport a cetle-ci. 

Nous obtenons ainsi pour systeme integral, en remplagant/f j) par 2/(y) pour 
la commodity des calculs posterieurs, 

z — a -\-[x — <p(a)]9'(a)=:o. 

II serait aise, d'ailteurs, de montrer la concordance qui existe entre ce systeme 
ette systeme precedemment obtcnu. 

43. La forme actuette de ces equations met en evidence un autre mode de ge- 
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aeration des surfaces; c'esl Fenveloppe dccrite par une surface de revolution 
constante de forme qui se deplace parallelemeat a elle-meme de manifere que son 
centre decrive une courbe plane quelconque situee dans un plan perpendiculaire 
a Taxe de revolution. 

Ce resultat est enonce par Monge sous la forme suivante, dans le chapitre oil il 
traite des surfaces dont les lignes de courbure de Tun des systemes sont paralleles 
a un plan donne : 

« Si, sur un cylindre a base quelconque, et dont la droite generatrice soit per- 
pendiculaire au plan donne, on pousse une monlure d'un profil quelconque mais 
constant et qui ceigne le cylindre parallelement a sa base, la surface de cette 
moulure sera la surface generate demandee. » 

44. Cherchons Tequation de la lignc ombilicale. [/equation diff^renlielle de 
relte ligne est 



Pour obtenir sou equation en quantites finies, differentions deux fois, par rapport 
a 0? et a J, les equations du systfeme integral 

( z — a )' -h [ ar — <p ( a ) ] » -^ 2/( t ' ) , 

Nous obtenons ainsi 

( 2 — a) /? -h [^ — <p (a)] =3 o, 

(z-a)r^ ^ ^ p^ — [p -^ 9' [^)\-^ = o> 
(z-a)s+pq — [p-^-(f'(a)]-^—Q, 

4 

is 

tirons, des deux dernieres de ces equations, la difference r, et egalons- 

la a o; nous trouvons pour Tequation cberchee 

I -h q' pq 3r^ 

ou, en remplagant -r- par sa valeur, 

i/a q 

et effectuant les reductions. 
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Rempla^ons enfin dans cetie equation /?, q^ {x -^ tp) par leurs valeurs en fonc^ 

tion de a et de y : 

1 



P^ l^ 



?'(«)' 



J? — 9 = — ^— ^^^ 



nous obtenons Inequation 

(.-1.9'f (2Ar-/")=?"(^/)' {.r -+■»); 

cetie equation, jointe a celles du systeme integral, represenle la ligne ombilicale. 

45. Comme verification, supposons que la courbe decrite sur Ic plan zx, par la 
trace de I'axe de la surface generatrice, soit un cercle: Tenveloppe est elle-meme 
de revolution; on a, dans ce cas, 

[9(a) ~3]>-h (a -«)'=/•% 

a, |3y r etant des constantes; on en deduit 

(14-9")^ '^ 

par consequent, Tcquation de la ligne ombilicale se reduit a 

Cette ligne se compose done de paralleles de la surface. 

46. II etait aise de parvenir directement a ce resultat. D'abord, dans une sur* 
face de revolution quelconque, si un point est un ombilic, par une raison de 
symetrie il en est de meme tout le long du parallMe engendr^ par ce point. Done, 
s'il y a des lignes ombilicales, ce sont forcement des parall^es. Soient p le rayon 
d'un parallels R celui d'une section normale tangente a ce parallele, R' celui d'un 
m^ridien a son point d'intersection avcc le m«me parallele, ot Tangle de la nor- 
male a la surface avec I'axe de revolution. On a, en vertu du theoreme de 
Meusnier, 

p = Rsina; 

le rapport des deux courbures principales est 

R P 



R' — R'sina' 
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^^ , >T autour d un axe 

done, etant donne un profil quelconque, on pent le faire tourn^, ^^ p^^,. un 

situe dans son plan , en I'eloignant de cet axe d'une quantite teli' 

point pris a Tavancc on ait ^ , 



R . P _ 

Ml 



H' "^R'sina" '' ''*' 



c'est-a-dirc de fagon que ce point decrive une lignc ombilieale. 

En nous reportant au cas que nous avons pris pour verification, I'equation du 

profil dans le plan des zy est 

(x — (3 -/•)» = 2/(r); \ 



on en deduit 



p= r-h v/'a/(>'), 
sin a = *^ - : 



d*ou 






ou 



_(v ^r(i^/ -) 

re qui est le resultat deja trouvo. 

47. Deuccieme exemple, — Dans I'equalion 

faisons 



• T_T O 



\ 



il vient, apres reductions, 

L'integrale generalc de cette equation du second ordre roprcsentera une classo 
de surfaces susceptibles d'avoir des lignes omhilicales r(*elles: toutefois, conime 
les facteurs [pq -4- (i -*- y')], [pq-i- (i •+•/>*)] s'annulent pour des valeurs reellcs 
dep et de q, il y aura lieu de faire une petite discussion. 

L'equation des lignes de courbure, qui dans ce cas se reduit a 

{pq -^i'^q^)dp' -\- {q* — p^) dpdq — {pq -hi -h p') dq^ ^ o, 
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se decompose dans Ics deux suivantes : 

dp -h (Jq = o, 

[pg-^i^-^q')]dp-[pq'h{i'h p' )] dq = o. 

La premiere de ces deux equatioos donne, par deux integrations, pour les en- 
veloppees developpables de Tun des systemes, 

p -^q~a, 

puis 

Cette equation, pour chaque valeur de a, representc un cylindre dont les gene- 
ratrices sout paralleles a unc eertaine droite situee dans le plan bissecteur des 
plans i;^ ct :;/; autrcment dit, les enveloppees principales de Tun des systemes 
sont des cylindres paralleles a un mcme plan. Nous avons completeinent etudie 
<*es surfaces. 

Si Ton voulail achevcr le calcul avec le systeme actuel de coordonnees et par 
notrc seconde melhode, il faudrait integrer Tequation difterentielle des envelop- 
pees du deuxieme syslenie. 

Pour cela, on pent prendre pour lacteur d'integrabilite 



et Ton trouve pour Tinlegrale 

P-IZl - = (3. 

48. Troisieme exemple. — Nous prendrons pour dernier excmple I'equation 



que Ton deduit de I'equation (i), n° 38, en y faisant X= — X'. Son integration 
nous avait etc proposoe par M. J. -A. Serret; c'est en cherchant a la trouver que 
nous avons etc conduit aux considerations qui precedent. Quant a la formation de 
rintegrale gonerale, nos efforts n'ont pas ete suivis de succes; mais nous sommes 
arrives a deniontrer que cette integrale ne pout pas etre mise sous forme finie. 
C'est ce que nous allons etablir le plus brievement possible. 

49. En separant les deux facteurs lineaires du premier membre de I'equation 
des enveloppees principales et en integrant scparement les deux equations corres- 
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pondantes, nous trouvons, pour les equations difTerentielles du premier ordre 
des enveloppees principales des deux systemes, 



{a) 



(*) 





dp 






ip 


-hv/i-h/?* 


)(tfH-v/'' -+-«*; = 


- a, 




p -h \ji-h p^ _ 

q-h^i -h q' 


= P, 



a et ^ etant des constantes arbitraires. 
50. Appliquons la seconde melhode. 
On tire des equations (a) et (6) 



puis 



a =:=: — ==; 



rf/? _ I g|3H-i 

rf^_ 1 «-H|3 ... 

rf=/? I a(3— I 

' ap 



Portons ces valeurs dans Tequation 



rf'F I dp dq dp dq\ d¥ . dp d^q dq d^p \ 

^'^d^ydad^'^'d^ dij'^d'a \d5 TUd^' Tpd^^) 

d¥ I dq d^p dp d^q \ 
"^ 7p \di im^ ~ Ta J^) '' 

celle-ci devient, apres reductions, 

^^^ dad^ 2 (3(a(3-+-i)(a-+-(3) 51 a a(a(3 -h i)(a -+- p) d(3 ^ ^ 
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51. Nous soinmes conduits aiutegrer eette equation lineaire, quise trouve mise 
sous la forme a laquelle la methoile de Laplace est immediatement applicable; puis, 
quand F sera connue, Tinlograle cherchee sera representee par le systfeme des trois 
equations 

f/F dp da 

o --. -. — ^ X -f- -^ r -r-9 
da doc "^ da. 

d¥ dp da 

rf(3 d^ ' d^ 

II est evident que les integrales des equations (c) et , — -371 s^^^t en- 

semble de forme finie ou non fmie. 

52. Gherchons a appliquer la methode de Laplace a Tequation (c); il faut, en 
reprenant les notations des n*^* 29 et suivants, faire dans cette equation 

m - — - '-^ — -;— ^ .J 

o.y'{xy-h \)(x -h r) 

r(x* — i) 



ix{xr-h i){x -f- r) 



Ces valeurs ont entre dies deux relations tres-remarquables; on a 



dm dn (x* ^ 0(>'' — 

^imn- 



dx dy 2 ( XX -h ly {x -h yy 

53. Ces relations vont nous permettre de trouver la loi de formation des lermes 

J'ecris le tableau des valeurs fji^-, m^, /^. En faisant successivement r egal a 1, 
1, 3, on a 

/ I dm \ , n dm 

\ m dy I m dy 

_ /o 2 dm\ . , in dm 

\ m dy) m dy 

I ^ 3 dm\ , o ^ '^ ^^'" 

'/. --^21 /////, //jj —: — [ 5m -\ f- 1 9 £3 =^ io//m -7— • 

\ m dy J m dy 

Ces valeurs suiv< iil la loi de formation exprimee par les formules 



u.r . - f 4 '• ( r — I ) — 3] mn , 



/• 



m. ■- — • -2 /' — \)m 



dm 



m dy 

• 

n dm 

ir ■-- 2/(2/ — 6 } mn — I 7- • 

m d) 
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or, il est facile de demoDtrer que si ces formules ont lieu pour une valeur de r, 
elles ont aussi lieu pour (r-f- i) : done la loi est generate. 

Le nombre des termes qui enlrent dans la valeur de z est done racine de 
Toquation du second degre en r 

4/(/ — i) — 3 = 0, 

ou 

4/'' — 4'* — 3 = 0; 

mais les racines de cette equation sont f et — -j. La valeur de [ir ne pouvant jamais 
s'annuler pour une valeur entiere de r, il en resulte que Vintdgrale de Vdquation 

— - ■=-■ 5 nepeutpas 6tre mise sous forme fijiie. 

On pent neanmoins trouver une infinite d'integralcs avec cinq constantes arbi- 
traires, et si Ton cherchait a deduire de Tunc d'elles Tintegrale la plus generate 
par la methode de Lagrange, tons les efforts scraient infructueux : cela nous est 
arrive a nous-meme. C'est seulement apres une foule de tatonnements de cette 
nature que nous avons cherche a demontrer Timpossibilite de I'integration. 

54. On trouve aiscment que Tequation (/> 4- Vi -h^^) (y -h y i -h y^) = « a 
pour intcgrale complete 

(rf) 5*-h(jr— :ro)*-4- {y—y\)^-^- ^ (x — ^0 )(,}• — .>•) = o. 

Cette equation est une solution de Tcquation differentielle donnee. En effel, 
differentions deux fois par rapport a a? et par rapport a y, en posant, pour abr^ger. 



= /w, on a 



on deduit de la 



zp -h(j;— a:.)-l- /n(j — j>',) — o, 

zq -^ y — .n -H w(jr — oTo) — o, 

rr-+- p* -f- I — o, 

z / -+- 7^ -h I = ; 



II est facile d'ailleurs de voir que chacune des equations 

[p -+- v/T^^^j [q -4- v/i -+-9O — a. 

r t 

est une integrale particuliere du premier ordre de I'cquation ; = ^• 

Done toutes les surfaces developpables representees par les deux premieres 
equations satisfont a la proposee; si Ton ordonne T^quation (rf) et si Ton remplace 



AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE. 49 

z par 2 —^0' '^^ coefficients par des constantes quelcoaques, les calculs deveri- 
fieatioD qui precedent s'executent de la menie maniere, et I'equation 

est une integrate avec cinq constantes de I'equation 



55. Nous allons laire connaitre un autre moyen d'arriver a cette integrale, 
parce que nous aurons occasion, chemin faisant, de montrer qu'un certain systeme 
de deux equations simultances aux derivecs partielles , de forme tres-simple, que 
nous avons nous-meme rencontre plusieurs fois avec espoir de Tintegrer, n'a pas 
de systeme integral susceptible d'une forme finie , et que les moindres remarques 
sur ce genre d'equations nous semblent bonnes a noter. 

Nous avons vu qu'en cliaque point des surfaces representees par I'equation 

r / 

9 on a 



a et ]S ayant des valeurs determinees pour ce point. Si on connaissait la forme 
generate de a et de p en fonclion de x et de y, nous obtiendrions I'integrale 
generale cherchee par I'integration simple 



^j [pdx 



qdr)' 



Nous formerons les equations qui doivent fournir a et j3 en ecrivant que p tiq 
satisfont a I'equation differenlielle donnee et a la relation -f- = -^x on obtient 

^ ay dx ' 

ainsi les deux equations 

da, da 

dx dr 



a|3H- I 


~«-(-|3' 


d^ 
dx 


dy 






L'integration de ce systeme d'equations et celle de I'equation ; := , ne 

sont done au fond qu'une seule et meme question. Done Timpossibilite que nous 
avons demontree pour la derniere integration a pareillement lieu pour la premiere. 
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Une solution particuliere de ces equations est 

(aP-4- i)x-h(a-f-P)j=cp(P), 

c etant une constante et y une fonclion arbitraire. 
Prenons en particulier 

a = c, 

(a[3-f- ^)x — (a -h (3)r - m(3 -♦- w, 

m et w etant des constantes. On en tire 



X — cy — n 

— ^_i J 

m 



5— _ X — cy — 



d'ou 



_ 2 c^ — ( c* -f- I J >' — cn — m 

aS — \ z=L ^ , 

^ ex — r — ni 

2 cr — ( c- -h I ) j: -h cm -h /I 



«-(3 = - 



c" JT — r — /n 



Posons 



On a 



ex — >' = M, (III = cdx — f/l*. 
X — cy = V, fh z= dx — cdy\ 



, (li — ni)dv -h iv — n) du 
dz ■= — — — - - — , 

^sj — V ^[v — n)(u—m) 



• t * 



et en integrant 



— J -h I? - . V ( ^' ~ 'I ) ( '^ — 'w ) , 

\l — c 



puis elevanl au carre et reniplaQant m et /i par leurs valeurs, 
equation qui ne dirtere que par la forme des constantes de Tequation 

;;- -+- JT* H- y^ -r- y. a xy -r- ibx -\- i vy -v- i dz h- f -. o. 

56. Cette equation represente toutes les surfaces du second ordre qui ont leurs 
sections circulaires respectivement paralleles au plan des zx el au plan des zy. 
Os surfaces n'ont pas de ligne ombilicale rcelle; la ligne fournie par Tequation 

/ s 



I -4- p^ pq 
est le contour apparent de la surface par rapport au plan xy, tie resuUat nVst pas 
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etonnant; on sail, en effet, que la projection de cette ligne sert de passage entre 
les projections des lignes de courbure de Tun des systemes et celles des lignes de 
courbure de I'autre. 

57. Bien que nous ne puissions pas trouver Tintegrale generate de T^quation 



I -h p» 1 4- J' 

Tetude de cette equation elle-meme va nous fournir une propriete remarquable 
commune a toutes les surfaces qu*elle represente. On peut, en effet, mettre cette 

equation sous la forme 

rf arc tang /> darclang^ 

dx dy 

SoientM uu point dc la surface, MX la section par uu plan parallele au plan zx, 
MY la section parallele au plan zy\ ol^ j3 les angles respectifs des tangentes a ces 
courbes avoc les axes ox el oy\ p et p'les rayons de courbure de ces courbes, 



^ 



on a 



^ 


;^ 




1 




y^{ 


D 


X 






arc tang /> a, 




arc tang f |3, 




dx ds cos a. 




dr = i 

« 


rf5'cos(3. 





La relation precedente peut done etre mise sous la forme 



ou, en vertu des relations 



sous la forme 



da 
dsco^a 


ds' cos p 


da I 
ds ~~ p^ 


</p I 
cW ~ p'' 


I 


I 


p cosa 


'p'cos(3' 
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d'oii I'on deduil enfin 

pcosa = p' cos (3. 

Cette equation nous indique que les deux centres de courbure o' et o" se pro- 
jettent sur I'axe des z au meme point N'" : on deduit aisement de la que les sec- 
tions nonnales tangentes a MX et MY ont meme rayon de courbure; les tangentes 
aux lignes de courbure sont done les bisseclrices des angles formes par les 
droites MT, MT'. Ainsi, toute surface representee par Tequation 



jouit de cette propriete : 

58. Si, en un point quelconque, on mene le plan tangent et deux plans respect i~ 
vement paralleles a deux plans fixes, ceu.r-ci coupent le premier suivant deux droites 
dont les angles sont bissectes par les tangentes aux deux lignes de courbure passant 
par le point donne, 

59. Cette propriete nous fournit un nouveau moyen d'obtenir une integrale 
complete de I'equation donnec. Clierchons, pour cela, Tequation des cones dont 
les generatrices jouissent de cette propriete. L'equation generale des cones qui 
ont le sommet pour origine est 



Tequation du plan tangent suivant une generatrice representee par 

r 

- = a 

X 

est 

:: = ( 9 — a(p' ) j;- -4- 9 ' >• ; 

les traces du plan tangent sur les plans zy et 207 et la generatrice ont respective- 

ment pour equations 

X r z 

I 9' (a)' 

X t' z 

1 "" o "" 9(a) — a9'(a) 

X r z 

I OL 9 

Pour que la generatrice soit bissectrice de Tangle de ces deux traces, 9 doit satis- 
faire a Tequation 

a -+- 99' I -I- 9'— ^99' 



\/i -1-92 V'l -+- (9 — a9')' 
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On a unc solution en posant 

I H- 9* — 2a99' — a^=^ o; 

or, on peut la mettre sous la forme 

299'-f- 2a 

I -h 9' -f- a' " ' 

et Ton obtient, en integrant, 

ou, en remettant ~ a la place de a et - a la place de 9, 

j;» _i_ ^ _i_ ^1 — 2 mxjr = o. 

Nous retombons ainsi sur I'^quation deja trouv^e. 

60. La propriete qui vient de nous servir peut encore etre enoncee d'une autre 
maniere qui a son interet. 

L'equation 

pcosa ==p'cosp 

nous apprend que les centres de courbure des sections MX et MY, respectivement 
paralleles aux plans zx et zy, sont situes dans un meme plan perpendiculaire a 
Taxe des z; done : 

61 . Dans toutes les surfaces dont il sagit^ si Von mine par un point M deux plans 
respectivement paralUles a deux plans fixes, les cercles osculateurs au point M des 
sections ainsi determinies se coupent en un second point situd sur Vintersection des 
deux plans. 

Sous cette forme, nous apercevons immediatement que les surfaces du second 
ordre, admettant deux series de sections circulaires paralleles, jouissent de cette 
derniere propriete. 

Dans les surfaces du second ordre, on sait que si Ton mene un plan secant quel* 
conque, puis un plan parallele a celui-ci et tangent en M, les axes de la section 
sont paralleles aux tangentes des lignes de courbure qui passent par le point M; 
nous pouvons done enoncer ce th6oreme rencontre par Ollivier dans ses re- 
cherches : 

62 . Si^ dans une surface du second ordrcy on mine par le centre un plan quel- 
conque, les axes de la section sont les bissectrices de V angle fi)Tme par Us traces du 
plan secant sur les plans des sections circulaires. 

Tout ce qui precede ayant pour point de depart la recherche des ombilics, nous 
avons suppose jusqu'ici que les plans zx et zf sont rectangulaires; mais les trois 
dernieres proprietes n'exigent pas cette condition ; elles sont completement gene- 
rates. 
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LE MOUVEMENT VIBRATOIRE 



DES MEMBRANES CIRCULAIRES, 



Par M. J. BOURGET, 

PROrfeSSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES OE CLERMONT-FERRAND. 



INTRODUCTION. 

On coanait depuis longtemps requation differentielle du mouvement vibratoire 
des membranes elastiques; e'est Poisson qui Ta donnee pour la premiere fois dans 
son Memoire sur Tequilibre et le mouvement des corps elastiques, lu k TAca- 
demie le i4 sivril 18^8, et ins^r^ dans le tome VIII des MSmoires de Vlnstitut. 
M. Lame, par une marehe plus simple, est arrive au m£me r^sultat dans ses L^fom 
sur r elasticity. 

L'integration de cette equation aux derivees partielles a et^ effectu^e pour 
divers cas particuliers interessants. Poisson avait indiqu^ la marehe k suivre quand 
ia membrane est rectangulaire; M. Lame a complete cette ^tude, et ii a fait con- 
naitre la succession des sons que pent rendre une membrane carree, ainsi que 
les figures nodales correspondantes. On trouve encore dans son ouvrage le cas des 
membranes triangulaires equilat^rales traite par une m^thode elegante qu'il avait 
deja employee pour la solution d'un probl^me sur la chaleur, relatif au prisme 
triangulaire (*). Poisson s'est occup6 des membranes cireulaires, mais il n'a pris 
qu'un cas particulier, celui dans lequel les points de la membrane egalement 
eloignes du centre ont le mSme mouvement; en d'autres termes, il a cherch6 les 
divers sons qu'une membrane circulaire pent rendre quand elle se divise en cercles 
nodaux concentriques. Son analyse permet de trouver non-seulement le rapport 

(•) Journal de I'Jicole Pofytechnique ^ t. XIV. 
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(les uonibres de vibrations qui correspondent a deux nombres donnes de cercles 
nodaux, mais encore les rayons de ces cercles. 

Tels sont, a ma connaissance, les divers travaux d'analyse connus sur le niou- 
vement vibratoire des membranes. 

Des travaux d'un ordre purement experimental ont ete faits sur le meme sujet 
par Savart (*). Cet habile physicien crat s*apercevoir que ces corps peuvent vibrer 
a I'unisson d'un son quelconque, et que, de plus, on pent passer d'une figure 
iiodale a une autre par unc suite continue de deformations naissant de variations 
continues dans ia hauteur du son. Ces r^sultats sont en contradiction complete 
avec ceux de la theorie mathematique. Nous avons, M. Felix Bernard et moi, 
montre, par une serie d'experiences faciles a repeter (**), que les lois enon- 
cees par Savart sont erronees, et nous avons meme pu decouvrir la cause de ses 
erreurs. Nous avons en outre compare avec soin la tbeorie et I'experience dans le 
cas des membranes carrees. Cette etude nous a demontre que les lignes nodales se 
succedent bien dans Tordre assigne par le calcul avec les formes generales qu'elles 
doivent presenter. Toutefois, deux perturbations importantes se manifestent con- 
stamment : 

1^ Les figures nodales sont generalement un peu deformees aux points d'in- 
tersection des lignes droites ou courbes qui les determinent. 

a"* Deux figures nodales qui devraient se produire a un intervalle musical 
determine sont separees par un intervalle toujours plus grand. 

Les lois de ces perturbations sont compliquees; il importe cependant de les 
connaitre, d*en assigner les causes et Fetendue, pour juger de la valeur des bases 
de la theorie de Telasticite et de I'approximation qu'elle peut fournir dans Tetude 
des lois des phenomenes physiques qui s'y rattachent. Or les cadres des mem* 
branes carrees offrent dans les angles des points singuliers qui nous paraissent 
s'opposer a peu pres inevitablement a Tetablissement d'une tension uniforme 
exigee par la theorie; les membranes circulaires nous semblent plus susceptibles 
de remplir cette condition, et de donner la clef des anomalies signalees plus haut. 
La necessite d'avoir, avant toute etude experimentale» les lois math^matiques du 
mouvement vibratoire de ces corps a etc Torigine du present travail. 

J'ai repris la solution du probleme aborde par Poisson, mais je Tai traite dans 
toute sa generalite. Je me suis propose de trouver toutes les figures nodales d*une 
membrane circulaire en mouvement vibratoire et tons les sons correspondants. 
Les resultats generaux de mon analyse peuvent s'enoncer ainsi : 

I® Les lignes nodales d'une membrane circulaire uniformement tendue ne 



(*) Annates de Chimie et cle Physique, a* s6rie, t. XXXIJ. 
(**) Annates de Chimie et de Physique, V Si^rie, t. LX. 
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peuveot etre que des cercles cooceDtriques» des diambtres equidistaols ou des 
combinaisons de cercles et de diametres. 

2^ Chacun de ces modes de division correspond k un son determine diffenenl. 

i^ Les divers sons possibles d'une membrane circulaire forment une serie tris- 
compliquee, a partir du son le plus bas qui correspond au cas oh la membrane 
vibre en totality. Les nombres des vibrations de ces sons sont tons incommensu- 
rabies. 

La difficulte principale du probleme que j'ai resolu consiste dans le calcul des 
sons possibles de la membrane et des rayons des cercles nodaux correspondants; 
car ils dependent d'une equation transcendante compliquee, et ce calcul doit etre 
fait pour un grand nombre de sons et de figures, si Ton veut plus tard proceder 
a une verification experimentale. Je suis parvenu a le rendre simple et facile a 
I'aide de quelques artifices d'analyse analogues a ceux que Tonemploie en Meca* 
nique celeste pour revaluation des transcendantes de Bessel, et les physiciens 
trouveront a la fin de mon Memoire des tableaux numeriques etendus resumant 
les lois theoriques du phenomene. Je me suis borne a trois ou quatre figures dans 
['evaluation des nombres de vibrations; c'est une limite d'approximation superieure 
a celle que Toreille peut atteindre dans revaluation du ton. Les rayons des cercles 
nodaux sont encore moios approches, puisque Temploi du sable pour la determi- 
nation de ces figures ne permet pas une mesure plus exacte. 



ANALYSE. 
§ I". — Equation dijferentielle . Solutions simples particutieres. 

1. L*equation differentielle du mouvement vibratoire d'une membrane elas- 
tique est 

dans laquelle 

w designe Tecart infiniment petit d'un point quelconque de la membrane, per- 

pendiculairement a la surface supposee primitivement plane; 
.v„y les coordonnees d'un point quelconque; 
/ le temps; 

F 

c* une constanle egale a - > F etant la force constante de traction qui s'exerce 



(*) Logons sur Velasdcit^^ par M. Lamb, p, ii5. 
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sur tous les points de contour normalement k la courbe qu*il forme, p d^si- 
gnant la masse de Tunite de volume du corps homog^ne qui constitue la mem- 
brane. 

2. Cette equation se prSte k I'etude du mouvement vibratoire des membranes 
rectangulaires; mais il convient, pour Tetude des membranes circulairest de la 
Iransformer en coordonnees polaires. 

Nous prendrons pour origine fixe le centre de la membrane au repos; traQons 
par ce point deux axes rectangulaires; designons par ret d les coordonnees polaires 
du point (^t j), nous aurons 

x = rcosO, x~ rsinO, 

et les regies generates du changement de variables nous conduiront sans peine a 
Tequation diffi6rentielle 

d^w Id^w I dw I rf^ti'X 

Cest Tequation k integrer. 

Poisson se borne a considerer Tequation 

d^w ^ / rf*(v I dw\ 

dT -"" \lU^ '^'r'di^)'' 

il suppose done 

-^^^ 

pendant tout le mouvement : c*e8t qu'en eflet il se borne au cas ou w est le meme 
pour tous les points ^galement distants de Torigine, par consequent an cas ou %v 
ne depend que de t et r. 

3. La fonction inconnue w de /, r, Q ne doit pas seulement satisfaire a I'equa- 
tion differentielle [2), il faut encore qu'elle satisfasse aux conditions aux limiies 
et aux conditions initiates. 

Nous supposerons que la membrane est terminee par un contour fixe de rayon 
unite; les conditions aux limites sont done que Ton ait w = o, quel que soil / 
lorsque r = i . 

Nous supposerons la membrane placee au-dessus d'un tuyau ouvert en vibration : 
I'air vient frapper la surface en repos et imprime a cbacun des points une vitesse 
particulifere et g^neralement variable d'un point k I'autre. Les conditions initialed 
sont done que pour ^ = o on ait 



"'•="• (S)-f(^'^)' 



F (r, S) designant une fonction arbitrairement donnee. 



rf'T 


-+- q^CT = o 


rf0» 


+ n'0 -..:r. O, 


rf>R 


^ 1 </R ^ / 
r off v 
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4. Intigntion de VSquation par tolutions partkuU^vs. — Oo peut satisfeire a 
r^quation (a) en posant 

(3) w = TR0, 

T dtant fonotion de eseulement, H de r, 9 de ; il suffit que ces fonctions soieni 
des integrates des equations differentiellea brdioaires 

(4) 
(5) 

(/^ et n^ sont deux constantes arbitraires; mais il faut : 

I® Que 6 redevienne le mSme lorsque Q croit de a^r; done n* doit 6tre le carre 
d'un nombre entier, que nous supposerons positif; 

2^ Que T soit periodique avee le temps et ne croisse pas indefiniment avec lui; 
q* est done une constante positive ; 

3® Que R = o lorsque r = i, ce qui lie q li n; 

4^ Que I'etat initial auquel repond cette solution soit un cas particulier de Tetat 

initial general; il faut done que T = o lorsque / = o; et que -^y qui est propor- 

tionnel a la yitesse -^9 acquiere une valour determin^e dans la meme hypothese. 

Dansces conditions, la solution (3) repr^sente un mouvement vibratoire pos- 
sible de la membrane, repondant a un etat initial particulier qu'elle pourrait avoir 
re(u; nous demontrerons plus loin que le mouvement vibratoire le plus general 
pent etre regard^ comme resultant de la superposition d'une infinite de mouve- 
ments vibratoires simples de la forme (3); il nous suffit done d'etudier les pro- 
pri^tes de ce dernier; c'est ce que nous allons faire en detail. 

5. Intdgrcuion de Vdqucuion (4)- — L' equation (4) ^ pour integrale generate 

T=r Acosfc^ + Bsinfc/, 

A et B designant deux constantes arbitraires; mais, d'apres ce qui a ^ik dit dans 
le paragraphe precedent, on doit supposer A = o et prendre simplement 

{7) T — hsinqct. 

B etant une constante arbitraire, on pent ne donner a q que des valours positives, 
sans diminuer la generality de la solution. 
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6. Integration deVdquation (5). — L'int^grale generale de Tequation (5) est 

= Mcos/i0 -f- Nsin/i0, 

daus laquelle M et N designent deux constantes arbitraires et n un nombre entier 
toujours positif, parce qu'il est inutile de le supposer negatif pour la generalite 
de la solution. Ce nombre devra reeevoir successivement les valeurs de la serie 

O, I, 2, 3, 4*- • •• 

7. Integration de I equation (6). — Pour integrer Tequation 



(6) 






dr' 

on peut suivre deux methodes, que nous aliens exposer successiveuient. 

Integration par series. — Cherchons a satisfaire a Tequation (6) par la formule 

Rz=:Ar«-hBr^-f-Cry-+^..., 

A, B, C,... etant des coelBcients constants et a, p, 7, ... des exposants croissants 
differents. II faut que Ton ait, quel que soit r, I'identite 

Or, Texposant a — 2 etant le plus petit de la serie, le terme qui lui correspond 
ne peut se reduire avec aucun autre et doit disparaitre de lui-meme; done 

Les deux exposants les plus faibles qui viennent ensuite sont j3 — 2 et a; ils 
doivent etre egaux entre eux, sans quoi A serait nul ou bien j3 ^gal ^ a, hypo- 
theses contraires ^ celles que nous avons faites au debut. On a done 

i3 ~ 2 r= a, 

et par suite 

Ce raisonnement connu peut se continuer indefiniment, et Ton arrive a la serie 
des egalites suivantes, 

a'— /l2=r o, 

(J- 21^- a, ((3»- /i»)B-f- 9=A:--.o, 
y — 2^?, (y» — n»)C-f 9'B- o, 
a — 2 — •/, (d' — /i^)D-4- 5f'C=^o, 



pour determiner les constantes a, |3, 7,..., A, B, C,.... 
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Od tire de ces equations : 



a-^don, 



(!)■ 



" ~ ~ (Ti^yn ^' 



(?)' 



(i±n)(2it /i).i.2 ' 



(ly 



^" (iit/i)(2±/i)(3±:n) 1.2.3 ^"••* 

La constante A reste arbitraire. Les signes superieurs se correspondent tons 
dans les diverses formules; il en est de meme des inferieurs. Nous voyons par la 
que Tequation differentielle (6) est satisfaite par chacune des solutions particu- 
litres : 



(7) R — Ar" I I — 



r (^0' , i^y . .1, 

L i.(n-f-i) 1 .2(/n- i)(in- 2) J 



f8) 



L i.(n— 1) 1.2 (n — i)(n — 2 



) 



La seconde, devenant infinie pour r = o, ne convient pas au probleme de phy- 
sique qui nous occupe; en d'autres termes, comme R est toujours fini, il faut sup- 
poser A, = o, et Ton doit prendre uniqucment 

(9) Rrr. Ar-U, 

en posant 



(10) U=rl- 



I.(/l-t-l) l.2.(/H-l)(/l-+-2) 



• . • • 



Integratioh par ihttegrale definie. — Nous pouvons exprinier U par une inte- 
grale definie, et par suite transformer I'int^grale R (9) en une autre de forme finie 
On a generalement 

, , a'cosw a*cos*&) 

cos { a coso) I = 1 1 ;r—y — . • . ; 

1.2 1.2.3.4 

multiplions les deux nombres par 

sin'"6.> rfo) 

Annalcs scientifiques dc I'tcote Nonnale superieure. Tome HI. Q 
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et integrons de o a tt, il viendra 

sin*"o)cos(acosw) rfw- I sin**(uJ&) I sin*"c«>cos''#)rfw 



1.2.3.4 Jo 



sin'"a) cos* 01 rfw — . . . . 

o 



Or, la premiere des integrales du second membre peut facilement s'evaluer, et 
les autres s'y ramenent au moyen de rintegration par parties; on trouve 



2.4*0. • .2/1 



r^ I 

/ sin"w COS^O) rfw =: Im. 

Jo 2/1-+-2 ' 

X^ I 3 

Sin^"&)COS*Gt)C/(«) = ,__ . ^',^^ . / x la-f 

I sin*"w cos'w i/w -- 7^^ . . w "".""/ . r: r . ^- x I»«f 



1.3 

(an -t- 2) (2/1 4- 4) 



.3.5 

(2/l-t-2)(2n-h 4)(2'* -'~^) 



par consequent, 



f . ^ , ,. 1.3.5... (2/1— I) r a* I a* i.3 1 

/ sin'"&)COs(acosek))c/w= ^-tt -t:\ i 1 w-i , — >■ ••. I< 

Jo 2.4.0... 2/1 L 1.2 2/H-2 1.2.3.4 {2/H-2)<7./H-4) J 



ou bien, en simplifiant, 

f . ,„ , . 1.3.5. ..(2/1 — 1) I U) u) 

/ sin"'&)COs(acos&)la«— --—-i £^l i ^ 1 — \~!- .. 

Jo 2.4.6. ..2/1 L l(/t-+-l) 1.2(/l 4-l)(/l -4- 9.) 

Si dans cette expression nous remplagons a par ^r, nous en tirons, sous forme 
d'integrale definie, la valeur de la serie U (10) 

/ \ IT 2.4.6. . .2/1 ^ r^ ' n / K J 

(!») 11= — r-~^ — I sm'"wcos(flfrcosw)rtw. 

1.3.5. . .(in — i)7:Jq ^ 

D'apres cette derniere formule, Tintegrale (9) se presente sous forme finie. 

8. Integrate particuUere. — Si maintenant, a Taide des valeurs trouvees pour 
T, 0, R, nous voulons former la fonction int^grale (3) que nous cherchons, nous 
trouverons 

("•i) iVL-r"U,(Hcos/i9-4-Ksin/i9)singc/. 

Nous avons affecte U d'un indice, parce qu'il varie avec n. 
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Les seules constantes arbitraires sont maintenant H et K. Nous rappelons que 
cette integrale particuli^re est une int^grale complete pour le cas ou la vitesse 
initiate de chacun des points serait donnee par la formule particuliere 



'•^j = jfcr"U,(Hcos/i0-f-Ksin/ie), 



/rfiV 

ce qui peut 6tre. 

9. Liaison entre q et n. ^ Nous avons dit que ces deux constantes sont fonc- 
tions Tune* de I'autre, par suite de la condition que w soit nul, quel que soit /, 
lorsque r= i. 

Pour trouver la relation qui lie ces deux quantit^s, il sufBt d'^galer U = o, 
apres avoir fait r = i ; on obtient Tequation transcendante 

(i3) o = I — - ' ^ 



i(n-h\) i.2(/H-i)(/i-+-2) 

Pour chaque valeur de n, cette equation donne une infinite de valeurs de q 
formant le tableau theorique suivant : 



(i4) 



9i" 


9. 




pour n 0, 


q'r 


q':' 


H Vi 


pour /I — I, 


?V' 


9\' 




pour n 2, 


€ 


qi' 




pour n quelconque. 



Cbacune de ces valeurs de q^ unie a la valeur de n correspondante, foumit une 
solution particuliere de la forme (12); nous pouvons les distinguer entre elles par 
des indices et representer par tfi'^ la solution qui correspond k q^^^x nous aurons, 
en consequence, 

(i5) tv^ ^ ^.uW [HWcosne -+- K^'^sinfll sinq^^ct. 

Les diverses solutions particulieres s'obtiendront en faisant varier n depuis 
o jusqu'a qo et 5 depuis i jusqu'a 00 . 

§ II. — Lois des mouvements vibratoires simples. 

10. Sons possibles de la membrane. — Si nous nous reportons k la formule (i:^) 
ou a la formule (i5), nous voyons que le mouvement simple correspondant a un 
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couple de valeurs de netdes est periodique; le temps de la periode est 



« ^7r 
6= — ; 
qc 

le nombre des vibrations par seconde, qui mesure la hauteur du son, est done 

DZ= — a. 

Ainsi, la constante q mesure la hauteur du son du mouvement vibratoire simple 
auquel elle correspond. 

Pour classer tons les sons possibles de la membrane, il suffit done de nommer ut 
le son le plus bas que la membrane pent rendre, et qui correspond a q^^\ puis de 
prendre les rapports des autres valeurs de ^ k celle-la. On pourra alors classer 
facilement les nouveaux sons dans rechelle musicale. 

11. Lignes nodales correspondantes aux divers sons. — Les racines de Tequa- 
tion (i3) sont toutes distinctes, comme nous le demontrerons plus loin; il n'existe 
done pas deux mouvements simples differents donnant le meme son. Cela pose, 
nous trouverons la figure nodale affectee par la membrane dans un de ses mouve- 
ments simples, en cherchant toutes les fonctions de r et de d qui annulent (v, quel 
que soit /. Nous obtenons les equations : 

(i6) r'* — o, 

(17) U.=.o, 

(18) Hcos/i0 -t-Ksin/ie==o. 

La premiere donne r = o, si /i est different de zero; ainsi, dans ee cas, le centre 
de la membrane est toujours un point nodal. Si n = o, la figure nodale est donnee 
par les equations (17) et (18) seules. 

L'equation (17) conduit k une s6rie de valeurs de r, differentes de zero, qui 
donnent une serie de cercles concentriques nodaux. II faut remarquer que U„ = o 
a une infinite de racines, et qu'en posant qr= oc elle donne 

(.9) o..,- ^^' ^^' 



i.(/i-t-i) i.2(/i-hi)(n-t-a) 



•••1 



equation identique a Tequation (i3), 



(?)' . {?)■ 



0=1 : — i 1- i — ... I 

I .(n -f- 1) i.a(/i -h i)(/i 4- 2) 
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qui a servi k determiner les diverses valeurs de q. Supposons maintenant qu'ayant 
choisi une valeur pour n^ nous ayons pris dans w une des valeurs de q correspon- 
dantes, soit ^L'^; en resolvant i'equation (19) en a, nous trouverons 

Pour en deduire les valeurs de r qui deterininent les divers cercles nodaux, 
nous poserons yi'V egal successivement aux diverses racines a pr6eedentes, et 
comme r est toujours inferieur a I'unite, la serie de nos rayons sera limitee aux 
suivants : 

^(0 ^(0 ^(») ^U) 

Tn ?; 9„ «y 

Le dernier rayon r, est precisement celui de la membrane; il fait ^videmment 
partie de la serie des rayons des cercles nodaux. De cette analyse resulte la pro- 
position suivante : 

Quelle que soit la valeur de n adoptee, si I' on prend la 5'*'^ valeur de q correspond 
darUe^ le nombre des cercles nodaux relatif a ce son sera s^ en y comprenant le 
cercle forrrU par le cadre. 

Enfin I'equation (18), en 6 seulement, pent se mettre sous la forme 

H 

tang /i0 = — ^ = const. 

u 

Designons par f le plus petit des angles positifs ayant — ^ pour tangente, nous 
aurons pour determiner les lignes nodales resultant de I'equation precedente 

n '' n 

j designant un nombre entier positif qui pent etre zero- Cette equation determine 
les rayons ^uidistants : 

©,= 51-4-:: = 0,-1-7:, 
n 

9,^., = ^ -h- 4- 7: = 9,-1-7:, 
n n 

9«^., = 2H-2-H-T:=9i-+-T:, 
/; n 



n n n ' n 



0. 


— 


2, 

n 


1 


e, 




1 


TT 






n 


n 


e. 


Ml^-M 


.9 


+.H, 


• • • 


• • 


n 


n 

1 • • • • « 
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Ces rayons sont au nombre de 2nel peuvent Stre regard^ comme n diametres 
equidistanls dans leur ensemble. Dans le cas oil n= o, cet ensemble de lignes 
nodales disparait, il ne reste que les cercles concentriques. 

En resume, les lignes nodales correspondantes aux mouvements simples difinis 
par V Equation (12) sont^ ou des cercles concentriques ^ ou des diametres dquidistants, 
ou des combinaisons de cercles et de diametres ; chacune de ces figures est ind^- 
formable, 

12. Remarque. — Si pour deux valeurs de n differentes, on avait deux valeurs 
egales de 9, la ligne nodale du son correspondant ne serait plus unique : elle 
pourrait prendre, par des deformations successives et continues, une infinite de 
formes. En effet, cette ligne nodale serait, en general, 

o = r«U«(Hcosn0-f-Ksin/ie) -f-r»'U,/(H'cos/t'fi -+- K'sin/i'0), 

puisque deux mouvements simples pourraient se produire simultanement et donner 
le meme son. Si en vertu de Tetat initial les coefficients H' et K' sont nuls, on 
retombe sur une figure compos^e de cercles et de diametres; il en est de meme 
si H et K sont nuls; dans le cas oil les deux termes subsistent a la fois, la figure 
nodale a une forme tres-complexe et variable avec les rapports des constantes H, 
K, VL\ K', qui sont determinees par I'etat initial. 

Nous verrons que les nombres q sont tons difTerents; par suite, la circonstance 
que nous signalons ne se presente pas mathSmatiquement parlant. Cependant deux 
valeurs de y, tres-voisines, doivent etre regardees comme physiquement egales, 
parce que, d'apres nos experiences, les membranes se mettent h I'unisson de sons 
voisins de ceux qu'elles peuvent rendre. Par la s'explique comment on obtient, sur 
les membranes circulaires, des figures autres que des cercles et des diametres. 
Toutefois, si la theorie mathematique est exacte, ces figures etrang^res doivent 
manquerde nettete, dans le plus grand nombre des cas. 

§ III. — Mouvement vibratoire gin^ral. 

13. Relation entre deux integrales de Inequation (6). — Considerons deux va- 
leurs de q differentes correspondantes a une meme valeur de /i, nous aurons les 
deux identites 

d'K I dK 



rf»R' I ^R' 



dr- r dr 






I 
I 
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en Dommant R et R' les deux fonctions R correspondantes. Nous en deduisons 
Multiplions parr^fret iotegrons de o a i» il viendra 

Integrons par parties dans Ic premier terme, nous trouverons 



ou 



done on a 

(20) r RR'rrfr— o, 

relation caracteristique remarquable a laquelle nous voulions arriver. 

14. Formation de rintdgrale ginirale par une somme d'intigraies particulieres, 
— Nous avons vu que la formule (i5) 

(vl'^ ^-: R^') \E^'^ COS nO-h kJ;^ sin n fll sin cri'^ ct 

nous donne un des mouvements vibratoires possibles de la membrane. Faisons 
varier n de o a oo et 5 de i a oo ; ajoutons toutes les solutions correspondantes, 
nous aurons une nouvelle solution se rapportant a un etat initial tres-complexe ; 
nous aliens demontrer que les diverses constantes H et K pcuvent Stre choisies de 
maniere que I'etat initial donne soit identique ^ celui que fournit la serie, quand 
on y fait t = o. II sufBt pour cela de demontrer qu'on pent avoir Tidentite 



QO OO 



F(r,e)=22?""<'^-"[°-^*°""^-^*^""^'""^]' 



I O 



F(r,d) designant une fonction arbitraire qui donne en chaque point la vitesse 
initiale. 

Or, multiplions les deux membres par Ri'Vcosndc&*£f9, et integrons pour 9 
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dc o ii 271, pour r de o a i, nous aurons simplement 

f rF(r,0)R;;Vcosnerferfr=jl'^C7rH^'^ TfR^^^^ 

car : i " le multiplicatcur de k1'^ est nul, parce que 

COS /id sin nOdO—o; 

o 



('') 



2*" le multiplicateur de H„ est nul, parce que 



rRi'^RrVrf/-o; 

Jo 



3** celui de KI*' est nul pour la meme raison; 4® le multiplicateur de H1'^ est nul, 
parce que 

L cosn0cosn'0rf0=: o; 



5" celui de KIV est nul, parce que 



X27r 
Sinn' 



9 cos nO do -o. 



Nous verrions de meme qu*en multipliant les deux membres par Ri'Vsin/i6d>-</d, 
et integrant entre les memes limites, on aurait 

r"" rF(/',0)R|;Vsin/i0rfrrf0== ji'^cr k1'^ /"K"]''-^''-- 

Supprimons maintenant les indices, et designons par q Tune quelconque des 
racines de Tequation (i3) correspondante a la valeur choisie pour n; les coefficients 
H et K, qui determinent Tamplitude du mouvement vibratoire simple relatif a ce 
groupe, seront donnes par les formules 



' I F(r,0)Rrcos/ierferfr 

AX u O Jo 

(21) li = 



Tcq 



j K'rdr 



f ^ f F(r,e)Rrsin/iec/erfr 

(22) K = ■ • 

I K^rdr 



itcq 
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Les elements de I'inlegrale denominateur sont tous positifs; quelques-uns sont 
nuls, paree que R s'annule eotre o et i pour certaines valeurs dcterminees de r; 
mais la somme de ceux qui subsistent donne necessairement un resultat positif 
different de zero. 

Les forniules (ai) et (22) demontrent que Tetat vibratoire le plus general que 
puisse prendre une membrane a la suite d'un etat initial quelconque pent etre 
regarde comme resultant de la coexistence d'une infiniti) de mouvements simples 
a amplitudes diverses determinees par Tetat initial donne. Chacun de ces mou- 
vements simples correspond a un son particulier, dont la hauteur est donnee par q 
et dont rintensite est liee aux constantes H et K. Nous entendrions done en gene- 
ral une infinite de sons, si la membrane du tympan pouvait vibrer en mSme temps 
a Tunisson de tous; mais, comme toute autre membrane, elle doit avoir des harmo- 
niques formant une s^rie speeiale a intervalles determines. En general, elle doit 
se placer instinctivement dans Tetat de tension qui convient a la perception du 
son le plus intense; une fois cette tension acquise, les autres sons seront pergus, 
s'ils se trouvent dans la serie de ses propres harmoniques et si leur intensite n'est 
pas masquee par celle du premier. 

L'experience d^montre que Tintensit^ des sons rendus par une membrane est 
toujours assez faible, et que Ton n'entend bien distinctement qu'un son. Le plus 
souvent, c*est le meme que celui du tuyau qui seri a la mettre en vibration; quel- 
quefois, c'est un son different. Quand on frappe une membrane ^ I'aide d'un 
petit marteau de liege, on entend seulement le son fondamental, si la membrane 
a de petites dimensions; mais si la membrane est grande, on pergoit en meme 
temps, quoique un peu confusement, une foule d*harmoniques, comme la theorie 
Tindique. 

§ IV. — Calcul numerique des sons et des rayons des cercles nodaax. 

15. Relation entre trois U consecutifs. — Nous avons vu (9) que pour former la 
liste des sons possibles de la membrane il faut resoudre I'equation 



(?)• . ©■ 



I 1 . \—L— , . . = O. 

i(n-f-i) i.2.(n-f-i)(/i-f-2) 



Un des moyens les plus simples pour effectuer cette resolution consiste a sub- 
stituer a q des nombres equidistants et a calculer les valeurs correspondantes 
de U„; on separe ainsi les racines, et on en obtient des valeurs approchees par 
une construction graphique. Si ce travail a et6 fait pour /i = o et /i = i, on pent 
en d^duire les tableaux des valeurs que prennent U2, U3, U4, . . . pour les memes 

Annalei scientifiqucs de tEcoU JSormale superieure. Tome HI. I O 
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valeurs de q^ au moyen d'une relation qui lie les trois fonciions U„-,, U„, Uw+i 
pour la meme valeur de la variable q. 
Nous avons irouve (7) 

U, = ^ ; :- I Sin**WCOS(<JCOSw)flCk), 

I.2.3...(3WH- i)7r Jo ^^ 

en laisant r = i . En appliquant au second meinbre Tintegration par parties, nous 
obtenons 

I tT 2.4-6.. 2/1 if/- s r^ ' . . i X / 

U„= — ^— ^ — I (an— i) / sin**-*&) cos (flf cos &))«&) 

1 .3.5. . .(2/1— ij t: L Vo 

J/»7r 
' sin^o) cos ( q coso) ) c/w 


q I sin'"6)COSwsin(jcosw)rf&) j« 

A la derniere inlegrale du second membre appliquons encore Tintegration par 
parties en regardant les deux premiers facteurs comme une differenticUe exacte, 
nous aurons 

U,= ^ '^'/ ' .- (2/1— i) / sin"->wcos(flfCOSw)rf&) 

i.3...(2/i— i)7rL Vo 

— (2/1—1) / sin'"Gt)C0s(9C0S(k)) </a> 
*/o 



-h 



— ^^ — / sin'""*'*wcos(flfcosw)rfGi) I 
De la on tire sans peine 

ou bien, en posant x = ( ^-) 1 



(^4) u.,, = ^il±±il(u„-u,_.). 

a: 

II est facile de trouver aussi une expression simple de la deriv^e de U„ par rap- 
port a q. En effet, on a d'abord 

rfU»_ 2.4.6. .. 2/1 if''.,.., , ^ 

-7-- = 5-^ -, : - I sm*"(k)Sin(flfCOS(k))coswack), 

aq i.3.5,..(2/i— i) TT Jq ^^ ' 
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puis rintegration par parties donne 

(25) --7— — ' U^^-i. 

^ ' dq in -^ 7, 

De requalion (aS) on conclut que si deux U consecutifs, U„, U„-,, s'annulent 
pour la meme valeur a de 9, tous les suivaDts s'annulent pour la meme valeur 
de q. D'un autre cote, si nous differentions les deux membres de Tequation (aS) 
par rapport a y, nous voyons que les derivees successives de U„ s'expriment en 
function lineaire de \in+n U„4.,, U^^-a, 

Cela pose, il nous est facile de demontrer le tbeoreme suivant, sur lequel nous 
nous sommes appuye au n^ 12. 

iHEORi^ME. — V equation [iZ) U« = o napas de racines Agates; ilrCy apas deux 
figures nodales diffdrentes qui correspondent au mime son. 

En effet, admettons que U^ = o ait deux racines egales a a; ce nombre, annu- 

J| T 

lant -^» annulerait aussi U„+,. Mais alors, en vertu de T^quation (23), cettc 
valeur a de ^r annulerait la serie indefinie des fonctions 

U11.44, L)jH4.3, Um_i,. . .; 

rf'U d^l] 

par consequent, en vertu de Tequation (a5), la serie des derivees -^-^1 "^V' — 

II resulterait de ce fait et du theoreme de Maclaurin que U,, serait identiquement 
nul, quel que fut q, ce qui est absurde. Done enfin U„ = o n'a pas de racines 
egales. 

17. Equation differentieUe du second ordre a laquelle U„ satis/ait. — De I'^qua- 
tion (25) nous tirons 

^^^- ^^ U --i-U 



M-a •-'it-f-i » 



dq' (2n-f-2)(2n-h4) 2/i-f-2 

remplaQons U«^2 par sa valeur tiree de la relation generale (23) et U„^_, par sa 
valeur tiree de la relation (25), nous obtiendrons, apres quelques reductions 
faciles, 

dq^ * q dq 

Nous pourrions tirer encore cette relation de la valeur meme de U„ exprimee en 
integrale definie (7). 

Nous pouvons imaginer que Ton prenne les derivees successives des deux mem- 
bres de Tequation (26), et nous voyons alors que si pour une valeur a de q, \]„ el 

10. 
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//IT 

T-^ etaient nuls, toutes les derivees successives le seraient aussi. Nous retoinbons 

aq 

par consequent sur les conclusions du paragraphe precedent. 
Si nous posons 

I'equation (26) devient 

equation plus simple et identique a celle que Sturm traite a la page 174 de son 
iVIemoire sur les equations differentielles du second ordre (Journal de Mcuhema" 
tiques pares et appliquees, t. J). 

En nous rapportant aux conclusions de Sturm, nous pouvons done dire imme- 
diatement : 

I" Si /I = o, V et par suite U s'evanouissent pour une infinite de valeurs de y, 
<lont les differences conseculives vont en augmentant et convergent rapidement 
vers la limite tt, sans pouvoir la depasser; de plus on a pour la difference i entre 
deux racines consecutives 



d= 



^ 



I 

I -+- 



4f^ 



JUL etant un nombre compris entre les deux racines. 

2^ Si n est different de zero, V et U s'evanouissent encore pour une infinite de 
valeurs de q, dont les differences diminuent continuellement et tendent vers la 
constante;r, qu'elles surpassent toujours; on a de plus 



0^r= 



s/ 



I 7 



4/i»— I 



4p^ 



Ces relations permettent de calculer tres-rapidement les racines de Tequa- 
lion (i3), quand on a obtenu les plus faibles. Considerons, par exemple, le cas 
de /I = o traite par Poisson. Nous trouvons k la page 522 des Memoires de I'ln- , 
stitut, t. VIII, que les deux premieres racines sunt { 

V 

\ 

ry, = 2,4047, ^a-5f5225; \ 

done la suivante sera V 

^j = 5,52?5 - 



I 



V " '4^' 

/x est un nombre inconnu compris entre q^ et 9, » plus grand que 5 par consequent. 
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Prenons d'abord n pour correction^ et par suite 8,6640 pour 9,; nous aurons une 
valeur approchee de /x, en prenant la moycnne des deux nombres 5,5235 et 8,664o: 
cetle moyenne est 7,093; substituee dans q^^ elle nous conduit k 

y, = 5,5^25-+- 3, 1 353 —8,6578. 

Nous trouverons par une autre voie q^ = 8,655, resultat peu different. 

La difference c^ peul, a plus forte raison, etre regardee coinme egale a tt, a 
partir de y,; par consequent il est tres-facile de trouver les diverses racines de 
I'equation U = o quand on connait les deux ou trois plus faibles. 

17. Integration de liquation dijfirentielle qui donne Y lorsque q a une grande 
valeur. — L'equation a integrer est Tequation (28); supprimons Tindice /i, elle 
devient 

Si q a une valeur considerable, le terme — p^ est negligeabie dans une premiere 
approximation, et nous avons simplement 

dont rintegrale generate est 

V = Pcos} -♦- Qsinf. 

P et Q elant des coDStantes arbitraires, prenons cette forme pour I'integrale gene- 
rale de I'equation complete; il faudra que P et Q satisfassent aux deux equatiouws 

d^P dQ 4n' — I „ 

1^^^^^-d^--W~ ""' 

d^Q rfP 4n' — i,v 

dq^ dq 4^* ^ 

Pour integrer ces deux derniferes Equations diff^rentielles, nous suivrons la me- 
thode des coefficients indetermines, et, en admettant que P et Q soient develop- 
pables en series ordonnees suivant les puissances de 9, nous poserons 

P r= A}- -¥- A, ^-* -h k^q"*"^ -f- . . . ♦ 
Q : B J" -h B, ^"-' -t- B, ^'"-' -A 

La substitution de^ ces valours dans les equations differentielles precedentes 
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nous conduit aux relations 

m :^ o, 

[/I -f- -J (n j A,-4-4Ba — o, f/i-f--| In j B,— 4^*- o, 

(nH- -j In 1 A,-f-6B3i-o, f/t-4--J In j B,— 6A3- o, 



dont la loi est evidente. 

On voit que toutes las constantes se trouvent determinees en fonction de A et B, 
qui restent arbitraires. Posons, pour abreger, 

(3o) n...^-^'*-^''^^'^-'^- 



4('*^0 



nous aurons 



A. = n, B, B, -n.A. 

A, ~ n, n^A, B,. -n.HaB. 

(3i) { A5 -n. HsH^B, Bjr n.nsHsA, 

A, n.n,n»n,A, B4 ^n, 0,0^0, b, 



et si, changeant de constantes, nous faisons 

(32) A=Hcos<p, B=::Hsin(p, 

il viendra 

A, = H n, sin 9, B, — — H Hi roso, 

A2 ~ — H n, Ha cos<p, B, :-- — H n, II5 sin 9, 

A3 = - H n, n^ n, sincp, B3 ^ h n, n, n* C0S9, 



consequemment, 

i\ = Vq '= Hcos(v- 9) I — -— -f- — ~ — — ) 

(33) < V V V / 

1 „ . , ,/u, n.naHs . u.n,ii*n:n, \i 

I —H sin (9 — 9) I ; ! • 

II reste a determiner les deux constantes H et 9 introduites par Tintegration. 

Pour y arriver, il suffit de .prendre la formule qui exprime U au moyen d'une 
inlegrale detinie, et de developper directement, par quelque artifice, cette integrale 
en une serie de termes semblable a celle que donne la formule (33). La compa- 
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raison des deux termes qui contiendront la puissance fc -h - de - permellra de 

trouver A et B, ou, ce qui revient au meme, H et 9. 

18. Developpement direct de Vintdgrale U suivant les puissances dScroissantes de q ; 
determination des constantes A «/ B, H ^/ 9. — Si nous nous reportons k Tequa- 
tion (8), qui donne U, nous remarquerons d'abord que Tintegrale 



' sin**« cos ( q cos w ) rfw 

o 



pent etre regardee comme form^e de deux parties egales chaeune k Tintegrale 
prise de o a -; done 



!2.i.6. . .an 2 r . • / X J 

U— — r-i I sin"»wcos(flf cos&))aw. 

1 . 3 . 5 . . . 2 n — I TT J,, 

Meltons maintenant pour cos(7COSw) sa valeur en exponentielles imaginaires, 
il viendra 



Tsin-coeW^^rfc-^ Tsi 

o Jo 



o Jo 

' Nous pouvons maintenant developper chaeune des integrates du second membre 
en suivant la marche de Laplace dans revaluation des integrates qui dependent de 
grands nombres, ou de Hansen dans son Memoire sur les perturbations absolues 
des planetes. 

PREMiikRE INTEGRALS. — Pour transformer la premiere, posons 

iq cos(o = iq —y'; 
nous en deduisons 



COSGi) 



= I — ~j sinw =:x t/-^ i/ 1 — ^ 

iq Y «? V ^^q 



• / 2 dr 



-Vr, 



J.-C 

V 2'9 



D'ailleurs, pour w = 0, on a^ = o; pour co = -» on d.y=\liq\ done 






r ' sin'" 6) e'» '="'"</«= (3- y^'e'f r 'V'"(>-^)' 'e-fdy. 
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Nous apercevons en dehors de Tintegrale du second membre le facteur ^""'■2; 
done il nous suffit de chercher le terme independant de q dans le d^veloppement 
de rintegrale 

Nous remarquerons d*abord que le binome ( 1 — ^-^ 1 est developpable sui- 

vanl. ies puissances du second terme, car ce second terirte varie deo a -• Apres 
ce developpement, nous aurons a effectuer une s6rie d'int^grales de la forme 






(2 



Le premier terme de cetle serie sera 



v/i^ 






Considerons cette derniere integrate qui, a un facteur pres, donnera la preccdente 
en y changeant n en n -hp. Or, Tintegration par parties donne la serie dcs 
identites 

'^^ . . . i .. .^ ... in -I r^ 



r '» e-r* dy z= ■^l(iq f^ e'l -h 2ZLZli / y 3—1 ^-z* dr , 

o 2 2 */o 



o * 2 7. Jo 

\ r' ^~^* dy — ( iq Y €-*i -4 - f e-r^ dy ; 

0**2 2 «/'» 



par consequent 

V 



J[ '' r" «-^' rfr r: - i e-» [{ t, r ^ + (« - i) ( '9)" ■ ' - ( « - j) ( " - ^ ) ( 'V )'"'+... 

-(''-;)("-i)•••^'■^^'] 

1 .3.5. . .(aw— 1) C ^^ . , 

2- Jo * 

La premiere partie du second membre renferme q et ne nous interesse pas; 
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rintegrale que contieot la seconde partie est egate 9i - \n diminu^e d'une serie 

de termes qui renferment tous q en denominateur (t^ocr Lagroix^ t. Ill, p. 507); 
done enfin, le seul terme independant de q dans celte integrate est 



1 .3.5. . . h.n — 1)1 .— 

V'T^ 



Dans le cas oiip n'est pas nuU le faeteur — r-— introduit g a tous les termes, et 

nous n*avons aucun terme independant de q; done enfin, d:)ns la premiere inte- 
grale, le coefficient de q^'^i est 



(7)"' 



^ 1 .3.5. . .(an — 1)1 ,- 



2" 2 



Deuxieme iNTEGRALE. — Sur la seconde integrate que renferme U, operons 
comme sur la premiere. Posons 

— iq cosw rz- -~ iq — y»; 
nous en deduisons 



cos 



q -^ V ? V 29 



"--v'? 



dr 



V 29 



d^ailleurs, si w = o, on a 7 = 0, et si w = -? on a 7 = \/'- 



done 



Les raisonnements faits pour la premiere nous montrent que le coefficient 
de ^-"""2 , dans le developpement du second membre, sera 

, . .n-*- i 1. 3. 5. ..2/1 — II /— 

21' )/T:e"9. 

2" 2 

Reunissons maintenant les deux resultats que nous venons d'obtenir, nous en 
deduirons 

A cos J -f-Bsinj — Hcos(j — 9):= 1.2.. . ht,"^^-^ ('^) '^'"+^ (1)"^= e-'n- 

j4nnah% scientifiques de ft.cole Normah sup^rieurr. Tome III. II 
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Mais il csl facile de voir que 



I^^z- COS 



( -r ) i-cos(n-h-| £ sin I rt -+-- I - = e ^ ^^ ^ ; 

(lone 

A cos^ -♦- B sinj — I^cos(9 — 9)= i .2.3. . ./i2""'» -:= cos ? — (« H — ) "" ' 

La comparaison des deux membres de cette identite nous permet de Irouver les 
valeurs des constantes A, B, H, y, et nous obtenons 

A : 1 . 2 . 3 ... /I 2" l/ - cos f /Z -h - ) - 1 

(34) { V ^ \ 3/ '• 

B - 1 .2.3. . . n2« i/- sin f /* -+- - J -? 

puis 

H - 1 .2.3 . . . n2'' i/-» 
(35) t ^ "" 

( ?=(«+^)^ 

Dans le cas ou /i = o, nous avons A = B — -p? et nous retombons sur le re- 

sultat trouve par Poisson [Journal de Vicole Poly technique , t. XII, p. 35o). 

19. Determination des racines de l' equation U =o. — La formule (lo), qui 

donne U ex prime en une serie de termes ordonnes suivant les puissances entieres 

de y, pent servir a separer les racines de Tequation U = o; il siiftit de substituer 

pour q successivement 

o, I, 2, 3, 4> c^c., 

et de calculer les valeurs correspond antes de la fonction U. Ge precede est prali- 
cable pour les faibles valeurs de q; mais il est tres-laborieux lorsque cette variable 
acquiert des valeurs un peu fortes. 

Dans ce dernier cas on devra recourir a T^quation (33), qui donne U developpe 
en une serie tres-convergente, si ^r a une valeur considerable, car elle se reduit 
sensibleinent a ses deux premiers termes. 

La separation des raeioes eiTectuee, leur calcut approche peut se faire d'abord 
par une construction grapbique et ensuite par approximations successives au 
moyeii de la methode de Newlon. Une fois les premieres trouvees, la remarque de 
Sturm faite plus haut permet d'en continuer immediatement la serie. 
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I)e la fornuile (33) nous pouvons tirer facilement une equation qui nous don- 
nera les racines de Tequation U = o avec la plus grande rapidite. En egalant k o 
le second membre, nous avons 

n. n, Ha Hs 



coi[y - (« + ;) I] = ;-Trn7^ nTTTnrnr 



Le second membre peut etre mis sous la forme d'une serie ordonnee suivant les 
puissances decroissantes de q; posons en efTet 

n, n.iijiis n,n,n.ii,ii, / Ji,n, ii,u,n>ii 



q q* q" 

nous en deduirons 



/ n.n^ , n,u,n,n, \n a v \ 

\ 9' q' l\qq' q' I 



(36) 



/x^-xn, n, n, nsHs, 

V -h fx n, n, -h X n, n, Hs n, rr= n, n, ns n, n, , 



et 



et romme 



nous aurons 



par suite. 



coi [q - („ + 1) 1] =-. - ung [./ - (n + |) j], 

«- («+ ^) f = Ar,r-arclang {l-^, + ^^-...^ 



Developpons enfm le second membre suivant la formule connue, nous aurons 
TequatioQ 

/# '* 3\ X / X^\ I / „ X*\ I 

qui fera connaitre q tres-rapidement par la methode des approximations succes- 
sives. Dans cette formule, k devra recevoir les valeurs entiferes a partir de la plus 
petite pour laquelle q sera positif; on le fera done successivement egal aux 
nombres suivants : 

f f . 
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On voit que si q est tres-graad, la difTerence entre deux racines est sensiblement 
egale a tt; nous retonibons done sur te resultat donne par la methode de Sturm. 

Nous avons maintenant tous Ics moyens de calculer les sons qu'une membrane 
circulaire pent rendre et de controler les resultats obtenus; nous donnons dans 
les tableaux qui suivent les formules qui nous ont servi et les nombres que nous 
avons trouves. 

Dans le tableau 20 se trouvent les valeurs des diverses constantes qui entrent 
dans les series (i 3), (33), (37); on pourra done controler les resultats numeriques 
suivants avee facilite. 

Dans les tableaux 21, 22, etc., se trouvent les sons et les lignes nodales qui se 
rapportent a la membrane circulaire, classes suivant le nombre des diametres que 
la figure nodale presente; ainsi le tableau 21, dans lequel n = o, donne tous les 
sons possibles de la membrane pour le cas ou elle se divise par cercles concen- 
triques; le tableau 22, dans lequel n= i, donne tous les sons possibles de la 
membrane pour le cas de figures nodales composees d'un diamfetre et de cercles 
concentriques, etc. 

Le son le plus bas que la membrane puisse rendre correspond au cas oil elle 
vibre en totalite sans presenter de figure nodale; nous Tavons homme ut et nous 
avons pris pour unite le nombre des vibrations correspondant a ce son. Les divers 
sons de la membrane sont incommensurables ; ils ne peuvent done pas etre 
nommes avec exactitude. Les noms que nous leur avons donnes sont ceux des notes 
les plus rapprocb^es de la gamme temperee. Lorsqu'on trouve deux noms, il faut 
entendre que le son de la membrane est a peu pres a egale distance des deux. 
Lorsque le nom est suivi du signe -f-, c'est que le son de la membrane est legere- 
ment superieur; c'est le contraire si le nom est suivi du signe — . 

Le dernier tableau classe les sons de la membrane dans la serie des sons d'une 
gamme temperee. 
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20. Tableau des valeurs numeriques des disperses constantes necessaires au calcul 

des sons. 



n 





1 


2 


3 


4 


5 


n, = > 


I 

"■ 8 


3 
8 


i5 
8 


35 
8 


63 

8 


99 
8 


n.n^ 


9 
ist8 


i5 

128 


io5 
128 


945 
128 


3465 
128 


9009 
128 


n.n,"s 


75 
1024 


io5 
1024 


3i5 
1024 


3465 
1024 


45045 
1024 


225225 
1024 


"."an*". 


3675 
32768 


47a5 
32768 


10395 
32768 


45045 
32768 


675675 
32768 


11486475 
32768 


n.n3n,n,"9 


59535 
262144 


72765 
262144 


i35i35 
262144 


4o54o5 
262144 


2297295 
262144 


43648§o5 
262144 


H 


v^ 


V- 


•v^ 


<«v/i 


^«v^ 


3840 yjl 


? 


4 


37r 

4 


5n 
4 


77r 

4 


gr 
4 


iir 

4 


f* 


33 

5l2 


75 

5l2 


945 

5l2 


i48o5 

5l2 


86625 

5l2 


333333 

5l2 


y 


3417 
16384 


5715 

16384 


661 5 
16384 


3621555 
16384 


72234855 
16384 


682404723 
16384 


> 


1 
"~ 8 


3 


i5 

8 


35 
8 


63 
8 


99 
8 


V 

'^■^T 


100 
1 536 


21 

128 


45 

128 


385 
384 


819 
128 


2475 
128 




1073 

5l20 


1899 

5l20 


i485 
1024 


12145 
1024 


13400 I 

5l20 


32373 

5l20 



8a 



MEMOIRK SUR LE MOUVEMENT VIBiUTOfRP 



21 . Sons et lignes nodales dans le cos oii /i = o. 



FORMULES. 



Ho - I — 



iV (qy 



(?)' (!)• 



I>.2» 



I^2^3» 



V.:..U.,'=y'lcos(,_j)(.-^l 



3675 



32768 q' j 

V TT I/' 4; \4 g 1024 9' 



:«62i44 9' 



[^"•••)' 



/, 3\ II 25 I 1078 I 

— r "^ 4 ) '^ '^ 8 ^ ~ 3»4 ^ "*' 57^ ?"'""■■ 



RacineR dc U, = 0. 


gV^ = 


2,404 


?'." - 


5,520 


?'/' - 


8,654 


g'.''- 


''»79^ 


?'.*'= 


14,931 


g';' 


18,071 


gi" -- 


21 ,212 


g'.-^ ■ 


24)353 


gi" - 


^7 »494 



Sons correspondants. 


Lignes nodales 


I ,000 


«/. 


[C.D.I 


2,296 


f*o 8 • • . r6 , 


[C.D.] 


3,600 


/«• -f- 


[CD.] 


4,905 


r^f . . . mi 


[C, D.] 


6,21 I 


sol:^. . .50/f 


[C D.] 


7»5i7 


*/j 


[CD.] 


8,824 


w/f . . . r^* 


[C.D.] 


io,i3o 


mi4 -h 


[CD.] 


11,437 


/«r 


[CD.] 



RAYONS DES CERCLES NODAUX. 



1 cercle. 


2 cercles. 


3 cercloB. 


•4 cercles. 


r =0,436 


r,=r 0,278 


r, , 2o4 


r, — 0,161 




r, — o,638 


r, — 0,468 


r, — 0,370 






/•a - 0,734 


r, o,58o 
r, — 0,790 


5 ecrcles. 


6 cerrle*. 


7 cercle». 


8 cercles. 


Tf ==o,i33 


r, — 0, 1 13 


r.^^ 0,099 


r, - 0,087 


r, = , 3o5 


t\ — 0,260 


r,r= 0,227 


r, — , 20 1 


^3 = 0,479 


rj,u--:o,4o8 


Ti -: , 355 


r, _ , 3 1 5 


Ti o,653 


r* — o,556 


n 0,484 


Ti — 0,429 


Ti - 0,826 


Ts -0,704 


r$ 0,61 3 


n 0,543 




r, ~ o,852 


Tc -0,732 


r, 0,657 






Tj — 0,86 1 


r,- 0,771 

r,r:: 0,886 
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22. Sons el lignes nodales dans le cos ou n= i. 



83 



FORMULES. 



U.r- 



(!)■ (f)' 



I .a 



(?)' 



V, = U,,.=.^lc„s(,-^)( 



1.2.2.3 i.a 3.2.3.4 

37:\ / i5 I 



47'25 1 



^ ^ 



72765 I 
262144 ?' 



^ / 2 . /' 37r\ /3 I io5 I 



^?r-~8r 


^ 128 J» 5 


M20 ^* 




KaciiiM lie IJ^ =: o. 


Sons CO 


rrespondants. 


Lignos nodales 


g\'^-. 3,832 


>»594 


sol*-^- 


[CD.] 


y'."- 7.o'6 


2,918 


fa* . . . salt 


[CD,] 


q\ ^-10,173 


4,23l 


utf 


[CD.] 


^<;':r_l3,3^3 


5,542 


,M • • • f^* 


[CD,] 


<,';^=.-. .6,470 


6,85i 


la, - 


[CD.] 


«';' -^ 19.6.6 


8,160 


ai* -h 


[CD.] 


^\ :-: 22,760 


9»467 


r*f 


[CD.] 


^^.•^ — 25,9d3 


10,775 


fa, - 


[CD.] 


4/\ --29,047 


12,082 


50/4 


[CD.] 



• 9 
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I cercle. 



5 corclcs. 
#•,=--0,195 

r, z=o,358 
r,=::; 0,519 
#•4=: 0,679 
r» =:= 0,840 



'2 cercles. 

r,=- 0,377 
r,rTr 0,690 



r» corclcs. 

r, r= o , 1 68 
r, = o , 3o8 

Tar^ 0,447 

r, = 0,585 
r» = 0,724 
r,r^ 0,862 



3 cercles. 

r, 1^=0,288 
r, = 0,527 
/'3- 0,764 

7 cercles. 

r, =1^ o , 1 48 
r, = o,27i 
1,-0,393 

r4=o,5i4 
ri = o,636 

r, = 0,757 

r,=:r 0,879 



4 cercles. 
r, =:: 0,233 

r,--^ 0,426 
r, ==0,618 
Ti — 0,809 

8 cercles. 

r, = o,i32 
r, = 0,242 
ri=:o,35o 
r4=: 0,459 
r% = o, 567 
r« = 0,675 

r,~ 0,784 
r, = 0,892 



84 MEMOIRE SUR LE MODVEMENT VIBRATOIBE 

23. Sons et lignes nodales dans le cos ou /? ^ a. 



FORMULES. 



U.. 



„_i!l' -ii): 



©■ 



1.3 1.2.3.4 i.2.3.3.4'C> 



X "T~ • • • 1 



loSpS I 



-8i/^sin/^ -^\i—l 3i5 i i35i35 1 



) 



(*-l) 


35 I 

TT— -77- - - 

8 q 


385 I 1 
3»4 q"- "^ 


12145 I 

1024 q^ 




Racines de U,= o. 


Sons CO 


trrespondants. 


Lignes rt^tles. 


^V^ 


-- 5,i35 


2,i36 


M/f -h 


[C,D,] 


?V^ ■■ 


- 8,417 


3,5or 


loi . . . /a. 


[C.D.] \ 


</?' 


-'. 11,620 


4,833 


r^f -^ 


[CD.] \ 


</'." = 


'-»4j71/> 


6,i55 


soli • • • solf 


[C, D,] 


</'/' - 


17,960 


747» 


Sh — 


[CD,] 


gl" : 


21,117 


8,784 


lit 4 • • • rc^ 


[CD,] 


?'." = 


= 24,270 


10,096 


mu ■+- 


[CD,] 


?'." ^ 


-27,421 


II ,406 


fa* + 


LCD,] 


gi": 


rr 30,571 


12,717 


sol* + 


[CD,] 




RAYONS DES CERCT.KS NODAUX. 

• 




1 cercle. 


2 cercles. 


3 cercles. 


4 cercles. 


r- - 0,610 


r, — 
r,= 


: 0,442 
: 0,724 


r, = 0,348 
r, - 0,569 
r, r- 0,785 


r, — 0,287 

r, — 0,469 
r, — 0,647 
ri — 0,824 


5 cercles. 


6 cercles. 


7 cercles. 


8 cercles. 


r, ^0,243 
r,-. 0,398 
r, :.-o,55o 
r« — 0,701 
rfc — ,85o 


n= 


:0,212 
0,347 

=o»479 

:0,6lO 
0,740 
0,870 


r.— 0,187 
r, — 0,307 
rjt= 0,424 
r4 = 0,540 
rs = o,655 
r, — 0,770 
r;:=-o,885 


r, = 0,168 
r, = 0,275 
r, = o,38o 

r4 = 0,484 
r» — 0,587 
r. — 0,691 
'•7 = 0,794 
r, = 0,897 



DBS MKMBRANES CIRCULAIRBS. 



24. Sons et Ugnes nodcUes dans le cos oii n =^ ^. 



FORMULES. 



U,=: 



V,:^ 



I — 



©■ d: 



it) 



1.4 1.2.4.5 I. a. 3. 4-5. 6 



,- 4-. . 



45045 1 

12b q^ 32768 q* 

4o54o5 



] 



9- 



I2I45 I 



-!- 



262144 9* 



f.- J 



385 1 



V' 8 y 


384 9* '024 9* 




Kacines de I J, -_- 0. 


Sons correspondanU. 


Lignei nodales. 


?i'^ " 6,379 


2,653 fa, — 


[CD,] 


q['^-.. 9,760 


4,060 U/, 4- 


[CD.] 


q^^ — 13,017 


5,4*4 M •+■ 


[C.D.] 


gi*^-. 16,224 


6,748 fa, 4- 


[C.Di] 


93'^-" «9»4io 


8,074 M/4 -1- 


[C4D,] 


^f 22,583 


9,394 r^f — 


[CD,] 


9^ -25,749 


10,711 /a* -h 


[CD,] 


9'/^^ 28,909 


12,025 S0I4 -+- 


[CD,] 


^3*^ - 32,o5o 


i3,332 hi 


[CD,] 



RAYONS DES CERaES NODAUX. 



1 cercle. 


2 cercles. 


3 cercles. 


4 cercles. 


r -: 0,654 


r,^ 0,490 


Ti , 393 


r, = 0,329 




r,r- 0,750 


r, 0,602 


r, o,5o3 






Tj ,802 


Ta — 0,671 

r4 o,836 


5 cercltfft. 


6 cercles. 


7 cercles. 


8 cercloB. 


r, -- 0,282 


r, - 0,248 


r, ii^z 0,221 


r,— 0,199 


r, - 0,432 


r,= 0,379 


r, = 0,338 


r, — , 3o5 


r, - 0,576 


r, zi o,5o6 


r, — 0,450 


r, ,406 


r^r::- 0,718 


rt - o,63o 


r* — o,56i 


r4 = o,5o6 


r, : : 0,859 


r»— 0,754 


r, — 0,671 


r» = ,606 




r, :--- 0.877 


r«= 0,781 


Te 0,705 






r, — 0,891 


r, = o,8o3 
r, — 0,901 
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84 MEMOIRE SUR LE MODVEMENT VIBRATOIRE 

23. Sons et lignes noddies dans le cas ou /? = a. 



FX)RMULES. 



V -. 



-I — 



i!i' 1): 



w 



1.3 1.2.3.4 1.2.3.3.4*^ 



z H-. 






loSqS 



) 



3276b q* 
-8i/^sinl^ -— W— i 3i5 i i35i35 i 



) 



V" ' 1} ' 


I 


8 q 


3»4 9- 


/ . . . . 

1024 q' 


■ 


Racines de 1 


U,= o. 


Sons CG 


irrespondants. 


Lignes rtpdales. 


^',' - 


5 


,i35 


2,i36 


Ut* H- 


[CD,] 


?V' = 


: 8 


4*7 


3,5or 


/«,... /af 


[C.D.] \ 


7'/'- 


: II 


,620 


4,833 


r^f + 


[CD.] \ 


?'." - 


14.796 


6,i55 


soli . . . solf 


[CD,] 


g</' .: 


'7 


fifi^ 


7»47> 


Sh — 


[CD,] 


9f - 


21 


»«'7 


8,784 


ut* > . .r^4 


[CD.] 


g';' - 


:24 


,270 


10,096 


mi -4- 


[CD,] 


?'." --- 


*7 


,421 


1 1, 406 


fa* H- 


[CD,] 


«i^> 
g, - 


:3o 


,571 


12,717 


50/f -f- 


[CD,] 




• 


RAYONS DES CERCIIS NODAUX. 




1 cercle. 




2 cercles. 


3 cercles. 


4 cercles. 


r- 0,610 




r, — 


: 0,442 


r, — 0,348 


r, — 0,287 






r,~ 


=0,724 


r, ---0,569 
r, - 0,785 


r, — 0,469 
r, — 0,647 
ri — 0,824 


5 cercles. 




6 cercles. 


7 cercles. 


8 cercles. 


r, — 0,243 




r,— 


:0,2I2 


r,.-^ 0,187 


r, — 0,168 


r,^r. 0,398 




r,= 


0,347 


r, 0,307 


r, = 0,275 


r,: o,55o 




ra = 


oAl9 


r3= 0,4^4 


r, — o,38o 


r«— -0,701 




r4 = 


:0,6lO 


r4 = 0,540 


r, — ,484 


r* - - ,85o 




r» = 


0,740 


r4 = o,655 


r» — 0,587 






r< .- 


0,870 


r, 1^0,885 


r. — 0,691 

'•7 — 0,794 
r, = 0,897 
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FORMULES. 



U3=. 



V I 






it) 



r. 4-. . 



V,:- 



1.4 1.2.4-5 1.2.3.4*5.6 



9- 



-48y/^,n(,-H)[^5-^? 



45045 I 

4o54o5 I 
262144 9* 



H- 



1/ " « * 


384 9* '02 


"7^ ^^~ ^^^ . • • • 

4 9' 




Kacinuft de l\ ~ . 0. 


Sons correspondants. 


Lignei nodales. 


q['r. 6,379 


a, 653 


fa,- 


[CD,] 


q["^-.. 9,760 


4>o6o 


Uti 4- 


[CD.] 


??^ - 13,017 


5,4i4 


fa, -f- 


[CD.] 


9^*^ -.6,224 


6,748 


fa, -4- 


[CDi] 


q['^-. 19,410 


8,074 


Utt -¥- 


[CD.] 


</'"' 22,583 


9»%i 


r^T 


[CD,] 


9^' 25,749 


10,711 


fa* H- 


[CD,] 


(/i*^-^ 28,909 


1 2 ,025 


sol, ■+- 


[CD.] 


9 3'^ r- 32,o5o 


I 3, 332 


la. 


[CD,] 



J 



RAYONS DES CERaES NODAUX. 



1 cercle. 


2 cercles. 


3 cercles. 


4 cercles. 


r :-i 0,654 


r, — 0,490 


r, — 0,393 


r,=: 0,329 




/•a— 0,750 


r, — 0,602 


r, — o,5o3 






r, 0,802 


r3 = o,67i 
Ti — o,836 


5 cprcles. 


6 cercles. 


7 cercles. 


8 cerclns. 


r, - 0,282 


- r, =-0,248 


r, -- 0,221 


r, — 0,199 


r, - 0,432 


r, :.- 0,379 


r, = 0,338 


r, — , 3o5 


/'s 0,576 


Ti n 0,5o6 


Ti — 0,450 


r, — 0,406 


nr- 0,718 


rt = o,63o 


r^ o,56i 


Ti = o,5o6 


r» r; : 0,869 


r,- 0,754 


r» — 0,671 


Ti — 0,606 




r, : 0.877 


r,_ 0,781 


r, 0,705 






T; — 0,891 


r? - o,8o3 
r, — 0,901 
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86 M£MOIRE BUR LE MOUVEMBITT VIBRATOIRE 

25. Sons el lignes nodales dans le cas ou w =rr /|. 



FORMULES. 



U, - I - 



ill . Jil 

1.5 I .2.5. 



(I)" 



1.2.5.6 i.2.3.5.6.<y 

-U.,! = ,84v/|-(,-f)['-^f*^?-] 

/, ii\ 63 I BiQ I i34ooi I 

\ 4 / ^ ? 1 28 g* 5 1 20 9^ 



Racines de U^ =. 0. 


Sons corrospondants. 


Ligncft nodales 


gV'-- 7,586 


3,f56 


solf 


[CD.] 


«7?'--..,o64 


4,6o!i 


ix?3 ... re J 


[C. D.] 


?',"--- 14,373 


5,979 


SOlt 


[CD.] 


?<;»-. 7, 6.6 


7,328 


la* -<- 


[CD.] 


^','* — 20,837 


8,663 


M/f H- 


[C D.] 


7i" = 24,018 


9,99' 


mi« 


[CD,] 


g[ ' — 27 , 200 


ii,3i4 fa* 


[CD.] 


q['^=■-io,3^l 


12,634 


solf 


[CD.] 


?<''-33,5i2 


i3,g4o 


la* 


[CD.] 



RAYONS DBS CfiRCLES NODAUX. 



1 Mfcle. 


2 eercliss. 


9 jcbfcles. 


4 ccrcles. 


r -^0,686 

• 


r, ^o,5a8 


f, rr-: 0,43 I 


^ — 0,364 




r,=: 0,770 


^, — 0,627 


Ta v: 0,53 I 






r, — 0,816 


r, -0,691 




• 




r*-- 0,846 


5 oafchss. 


6 OMt:les. 


7 cerclfes. 


8 Mercies. 


r, =r o,3i6 


r, = 0,259 


r, -: o,25o 


r, -10,227 


r, — 0,460 


r,=t 0,407 


r, -:-o,364 


rj— r o,33o 


r, = 0,598 


ri = 0,5*8 


r,:- 0,473 


r,^: 0,430 


/\::x 0,733 


ri==: 0,647 


r, — 0,579 


n ri: 0,525 


rs = 0,866 


n- 0,765 


Tfc o,685 


r^it: 0,622 




r.^^ 0,882 


r«^ 0,790 


^6 — 0,717 






r, "0,896 


r, = 0,812 
r. = 0,907 



DES MEMBRANES CIRCULAIRES. 
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FORMULES. 



U» •-- 



V, - 



(([& 



{0' 



1.6 1.2.G.7 1.2.3.6.7.8 
U.,-..384.v/Ic„,(,-iiS)[,-^i.«i-...] 



r J 



H q 128 


q' 5i2o 


.... 




Rarificft dc l, _ o. 


Sons Gorrespondants. 


Lignes nodales 


9';'- «.78o 


3,652 


la^ . . .5/} 


[CD.] 


^<"-: ia,33c, 


5,i33 


mii fat 


[CD.] 


7I"-- «5,7oo 


6,53i 


solf, . .iOi 


[CD.] 


q':' -.:. .8.98a 


7,896 


(It, - 


[CD.] 


(0 

g ^ ''- 22 , 220 


9,243 


/^r- 


[CD.] 


7';^:r-.25,43l 


10,579 


fa. 


[CD.] 


^1'^- 28,628 


11,908 


sol, - 


[CD.] 


7^"- -:3i,8i3 


i3«233 


solf . . .la. 


[CD.] 


7?^ 34,9«3 


14*552 


la^ . . .5/4 


[CD.] 



RAYONS DES CERfcLES NODAUX. 



1 wsrclo. 


2 cercles. 


3 cerclcs. 


4 cerclM. 


r — 0,712 


r, , 559 


r, --- 0,463 


r, -■ 0,395 




/', 0,786 


r, -- o,65o 


r, -0,555 






Tj -0,827 


r: - 0,706 
/•4 --0,864 


.j ccrclck. 


6 rercles. 


7 ccrcles. 


8 cercles. 


r, — 0,345 


/•, - , 307 


r, -" 0,276 


r, ::-0,25l 


r, -= 0,485 


/'a ---. 0,43 1 


Tj - -- , 388 


r, — 0,353 


r, -0,617 


Tj—: 0,548 


n^: 0,494 


r,— 0,449 


r* — 0,746 


r, --o,663 


r* -0,597 


r4 —0,543 


/•»-. 0,874 


r» -0,776 


rj— 0,698 


n — o,635 




r, r 0,888 


r._. 0,799 


r, — 0,727 






r, - 0,900 


r, -0,818 
r.'-r 0,909 
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MEMOIRE SUR LE MOUVBMENT VIBRATOIRE 



27. Tableau des sons possibles d'une membrane circulaire. 



GAMMB 



NOMBRE 

rlbratloM. 



Ut .. 



SOl^ 



• • > • 



Ut . . 



ut , 



Itf* 



re 



n^»... 



mi. 



fa 



/a»... 



sol, . 



SONS 

dela 

membrane. 



I~ Octave. 



1 ,ooo 



>,597 



1,000 



1,594 



!i,]36 



2,296 



II* Octave. 



2 

2,o3o 
2,060 
a, 089 
2,118 

2,l5l 

2,184 
2,214 

2,244 
2,275 
2,3o7 
2,342 
2,378 

2,4i4 
2,45i 

2,434 
sf,5i8 
2,56o 
2,5g6 
2,640 
2,670 
2,710 
2,760 

2,790 
2,828 

2,870 

2,915 

2,960 

a,996 
3,o5o 
3,100 
3,i5o 



2,653 



2,918 



3,i56 



LIGNES 
Dodalet. 



C.D, 



C.D, 



C.D, 



C,D, 



CiD, 



C,D, 



C.D. 



GAIIME 

lemp6rAe 



NOMBRE 

des 
Tlbrailons. 



SONS 

deU 

raenbraae. 



LIGNES 

nodales. 



II* Octave (suite). 



sol^ . . 


3,174 
3,220 
3,265 
3,3i5 




la , ... 


3,364 
3,4i5 






3,461 
3,5i6 


3,5oi 


/««... 


3,564 






3,620 


3,600 




3,667 


3,652 




3,720 




si 


3,776 
3,838 
3,893 
3,9^0 




ut , ... 


4 





ut , . 



w/*. 



re 



n^»... 



mi. 



fa.. . . 



in* Octave. 

4,060 



4,000 
4,070 
4,120 

4,176 
4,236 

4|3oo 
4,367 
4,425 
4,488 
4,570 
4,625 
4,700 
4,756 
4,825 
4,903 
4,980 
5,o36 
5,120 
5,191 
5,275 
5,340 
5,425 
5,5oo 
5,58o 



4,i5o 
4>23i 



4,602 



4,833 
4,905 



5,i33 



5,414 
5,45o 

5,542 



C.D, 

C,D. 
C.D, 



C.D3 
C,D, 



C.D, 



GAMMB 

tempArte. 



NOMBBE 

des 
Tibrations. 



SONS 

dela 

membrane. 



UGNES 

nodales . 



ni* Octave (suite). 



/«*.. 



sol. . . 



sol^ . . 



la ... . 



U^.., 



SI. 



ut .,. , 



5,656 


5,740 


5,83o 


5,900 


5,99^ 


6,075 


6,170 


6,240 


6,348 


6,425 


6,541 


6,620 


6,728 


6,800 


6,932 


7,000 


7,128 


7,210 


7,344 


7,425 


7,552 


7,640 


7,777 


7,875 


8,000 



5,979 

6,i55 
6,211 



6,53i 



6,748 
6,750 
6,85i 



7,328 

7,47" 
7,517 



7,896 



IV* Octave. 





Ut ,^ . . 


8,000 


C,D, 




8,120 


C.D. 




8,240 
B,36o 




lU^. . . 


8,472 


C.D. 




8,600 
8,734 


C,D, 
C.D. 


wXf • • • • 


8,860 

8,976 
9,120 

9,260 



8,074 

8,160 



8,663 

8,784 
8,8a4 



C,D. 
C.D. 



C,D. 



C.D, 



C.D. 

c.i). 



c,i>. 



C.D, 
C.D. 



9,a43 C4D, 



C.D. 
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^' V. — l^irijication expdrimentalf. 

28. Nous avons (leja dit dans Tin trod uc! ion que la verifitalioQ exptTimenlali: 
des nomhres qui precedent est tres-interessante pour la theorie de relasticite. Les 
liases de rette science paraissent aujourd'hui solides, mais on a neglige des It! 
debut des quantites regardees comme assez petites pour etre saYis inlluence dans 
Tordre des phenonienes etudies. Par la on a simplitie les equations el rendu plus 
faciles les solutions algebriques des problemes. II pent arrivcr ccpeudant que, 
dans quelques cas particuliers, les quantites negligees aient une influence notable: 
un ne peut s'en apercevoir qu'en niultiplianl les comparaisons enlre les resultats 
du calcul et ceux de rexperiencc. Daos ces cas particuliers, la iheorie de I'elas- 
ticile se trouvera en presence d'un probleme ibrt interessant, analogue a celui 
de la Mecanique celeste, savoir. le catcul des perturbations ou des dtfTcrences 
entre les resultats de I'experience et ceux de L'analyse. L'explicatioit des ano- 
malies monlrera sans replique la justesse des hypotbeses I'aites au debut de la 
tlieorie de Telasticite. 

L'etude experimentale du niouvement vibratoire des cordes a fait voir que les 
perturbations sont insensibles et qu'il y a accord a ]ieu pres complet entre le 
calcul et resperience. Celle des membranes carrees nous a revele au contraire 
un desaccord marque; la meme perturbation se relrouve-t-elle dans le cas des 
membranes circulaires? 

Un autre interet s'ajoute au precedent. Le nom de Savart est juslement popu- 
laire parmi les pbysiciens et son babilete experimentale est connue; or, 11 dit 
dans son Hemoire sur les modes de division des corps en vibration (Annales de Cktmie 
el de Physique, I. XXXII, 1826, p. 388) : Dans une membrane circulaire, trois 
tignes diametrales peuvent passer gradueUemenl a trois lignes paralleles, et ensuite a 
une seule diametrale accompagn^e d'une ligne circulaire; cinq diametrales peuvent 
passer it einq lignes paralleles, et de la a d'aulres modes de division, par exemple, a 
deux lignes circulaires divisees par une seule diametrale. Savart donne des figures a 
i'appui de son assertion. Ces lois sont manifeslemcal contraires aux lois deduites 
du calcul, el comme on ne peut pas revoquer en doute la justesse des experiences 
de r.et illustre pbysicien, il faut savoir s'il a commis quelque erreur de deduction 
et quelle en est la source. 

29. Au debut des verilicalions experimentales on rencontre quelque difTiculle 
a realiser les conditions theoriques suivantes : 

1" Homogencite parfaite de la membrane; a" tension egale eu tous les points. 
De toutes les substances qu'on peut employer pour les membranes, les papiers it 
la mecanique m'ont paru les plus homogeaes de constitution; j'ai fail usage avee 
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succes de papier vegetal, tie papier k ecrire ordinaire, de papier a dessiner. II esl 
moins facile d'avoir une tension bicn egale, et si Ton no preod pas Ics plus 
graades precautions, on court le risque de voir se former deux axes d'elastieite 
qui rendent la membrane comparable a une membrane elliptique. Au reste, on 
s'en aperi;oit iramedialemenl parce qu'il se forme k sa surface des ellipses nodales 
au lieu de cercles: et ce qui prouve que ces ellipses n'^ppartiennent pas aux 
membranes circulaires bien tendues, c'esl qu'elles soot d'autaat moins pxeen- 
Iriques que U tension est plus uniforme. Le moyen qui m'a paru le plus simpli- 
pour alteindre a une tension bien egale. c'est de serrer uniformemenl la mem- 
brane eutre deux cadres circulaires idenliques s'appllquant exaclement I'un 8ur 
I'autre. 

Ces precautions prises, il convieut d'avoir une s^rie de luyaox d'orgue distanis 
environ d'un demi-ton, el de surmonter chacun d'un ajutage mobile qui per- 
Hiclte de faire varier le son par dcgres insensibles. Enfin, pour comparer aver 
facilite les Dombres de vibrations qui se rapportent a deux figures nodales, j'ai 
cherch6 chaque fois les longueurs de cordes k I'unisson dea tuyaux qui les don- 
nuient. L'oreille apprecie facilement les unissons : cette methode est done d'une 
application facile et sure; d'aulre part, les nombres des vibrations sont en raison 
inverse des longueurs de cordes. 

30. Voici mainlenant la s^rie des lois pbysiques que j'ai trouvees pour le mou- 
vement vibralolre des membranes circulaires : 

1° Une membrane circuhtire ne vibre pas a I'unisson d'un son quelconque. Elle 
ne pent se mettre a I'unisson que de sons plus eleves que eelui qu'elle fait en- 
tendre quand on frappe legerement sur elle avec un petit marteau de liege. 

3° Ces sons possibles sont. comme I'indique la (h^orie, sfepares par des inter- 
valles de plus en plus faibles a mesure que i'on s'eleve. 

5" Les lignes nodales ne se forment neltement que pour ces sons dont la hau- 
teur est detenninee. lln peu en dcgfi et un pou au delk il y a trouble, et quand le 
son rendu par le tuyau est modifie sensiblement, la membrane reste inerte et im- 
mobile. Les lignes nodales ne se transforment pas les unes dans les autres. comme 
le croyait Savart, a mesure que le son change. 

4" Les lignes nodales sont ou des cercles, ou des diamttres, ou des combinai- 
Rons de cercles el de diametres. comme le veut la theorie. Toutefois, lor.sque le 
nombre des diamelres surpasse deux, le sable s'accumule confus^ment vers le 
centre et ne dessine pas bien nettement les figures nodales: mais on peut penser 
que ces anomalies ne sont qu'apparentes : I'amplitude du mouvcment vibratoire 
est trop faible an somniel des angles pour filre accuaee par le sable. 

Ces quatre lois generales s'accordent avec celles que nous avons verifiees, 
M. Felix Bernard el moi, dans le eas des membranes carrees. Les nouvellcs expe- 
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riences dunl je resume les rosultats demootrent encore bien neiiement que la 
tlieorie de I'elasticile a raison t-ontrc Savart; que rliaque systfeme An corps elas- 
liques admel une s^rie determinee d'harmoniqucs separes par des inlervalles finis, 
et que Ics figures nodales oe se iransforment pas les unes dans les autres. lorsquK 
le son varie par degros insensiblos. 

On peul, malgre I'absence de lout delail experimental, trouver la cause de 
I'erreur de eel habile experimenlaleur. 

Panni les membranes ctudiees, quelques-iinef) preseiilaient probablemenl deux 
axes d'eIasLieit6 fort diflerents; il est facile d'un former de pareilles. Dans ce eas 
il a du observer des figures hypcrboiiqucs, et les branches peuvent etre assez ou- 
verles pour presenter I'aspecl de cordes. 

D'un autre cote, que Ton se place dans la seeonde octave du son fondamcntal dc 
la membrane, ou dans la troisiemc, comme I'a fait Savart, el les sons possibles 
sont dejk assez voisins pour que les figures nodales se produisent successlvemenl 
a la suite d'une confusion passagere du sable et paraissent se transformer les unes 
dans les autres. Une fois mis en garde conlre celle illusion par la th^orie, on 
aperQoit toujours que deux figures nodales neltes et differentes sonl stparecs par 
un etat inerte de la membrane dans lequel tout est confus & sa surface. 

5" Les lignes nodales ont bien la forme predite par la theorie, elles en ont de 
pins les dimensions. J'ai ete frapp^ de voir avec quelle precision le calcul s'accorde 
avec la mesure directe des diamelrcs des cercles nodaux formes. Lorsque la mem- 
brane est parfailement tenduc, que les cercles dessines par le sable sont cxaole- 
mont reguliers, I'ouverture calcul^e d'un compas est bien celle que I'expcrience 
donne, pour les diametres des cercles. Je dois ajouler, loulofois, que cette eva- 
luation ne comporte pas une approximation relative sup^rieure a jj^, en d'aulres 
termes, sur un diamelre de loo millimetres, on peul commettre une erreur de 
I millimc'tre, car les cercles nodaux <lcssines par le sable ont au moins i milli- 
metre d'cpaisseur k la circonference. 

0° Les inlervalles musicaux qui separent deux figures nodales netles ne sont 
pas ceux que la theorie indique, ifs sunt tous plus grands. I'ai Tiomm^ pcrturia- 
tion I'intervallc musical entre le son reellemenl rendu el le son theorique. Pour 
I'evaluer dans chaque cas, voici comment j'ai proccd^ : la membrane placee au- 
dessus d'un luyau prcsente, par exemple, la figure C, Do bien nettc, c'esl-a-dire 
que le sable dossine a sa surface un cercle nodal concentrique au radre; ]e cherciie 
la longueur dc corde a Tunis-son de la membrane, je trouve ia44 millimfetr'es; je 
chercbe cnsulle la longueur de la m6me corde a I'unisson du tuyBU,iG troUve634. 
Ces deux longueurs d'tant en raison inverse des nombres de vibrations des sons 



correspond a nLs, I'intervalle des deux sons est 



W' 



1,97. D'apres la theorio, U 
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devrait etre 1969; done la membrane presente pour cette figure nodale une per< 
lurbation egale a 



1,59 



On voit par cet exemple, choisi parmi mes nombreuses experiences, que la per- 
turbation est trfes-sensible et que les sons correspondants aux lignes nodales sont 
plus cleves que la th^orie ne Tindique d*une quantite tres- appreciable ; 1,24 
equivaut presque a Tintervalle de ut k mi. 

Voici un tableau qui donne une idee nette de la perturbation que nous signa- 
lons; j*ai cru inutile de rapporter toutes les experiences que j'ai faites en variant 
la grandeur de la membrane et sa nature. Les resultats du tableau suivant se rap- 
portent a la meme membrane. 



Tableau de quelques risultats (inexperience. 



\ LIGNE NODALB. 



I 



[C.D.] 
[C. D,] 

[C.DJ 

rc.Dj 

[C. D,] 
[C.DJ 

[CoDJ 



LONGUEUR 

de corde 

a riinisson 

de 

la membrane. 



ia44 
i23o 
1160 
ii5o 
ii5o 
ii5o 

Il52 

ii5o 

it5o 



■iin 



LOiNGUEUR 

de corde 

a Tunisson 

du 

tuyau. 



634 
410 
356 

a66 
240 
207 

ao4 
10% 



mm 



LYTERVALLB 


INTBRVALLB 


experimental. 


theorique. 


>)97 


»,59 


3,00 


a, 14 


3,a6 


2,3o 


3,94 


2,65 


4,32 


a, 9a 


4,79 


3,16 


5,56 


3,5o 


5,65 


3,60 


5,70 


3,66 



PBRTURBATIOX. 



,^4 
,40 

,4a 
,48 
,48 
,5i 
,58 

,57 
,56 



Ce tableau fait voir que la perturbation augmente a mesure que I'on s'eleve 
dans la serie des lignes nodales possibles; ce resultat n'a rien d'etonnant puisque 
c'est un fait d'experience que deux lignes nodales quelconques sont en realite 
separees par un intervalle plus grand que ne le veut la theorie. 

II pent paraitre etonnant que (CoD,) (C, D,), puis (C, Dj) (CjDo) (CoD,) don- 
nent la meme perturbation. II faut attribuer ce resultat k une erreur d*experimen- 
tation. En se rapportantau tableau general des sons possibles,* on voit que (CoDs) 
et fCiD,) doivent etre a un intervalle d*un ton environ; ces deux lignes se pro- 
duisant pour des sons peu differents, les longueurs de corde qui leur corres- 
pondent sont peu differentes aussi, et comme revaluation de ces longueurs com- 
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popte uae erreur de 2 ou 3 millimelres, le dernier cliiffre de la jjerturbalion nVsl 
f]u'approche. Les irois derniferes lignes nodalcs correspondent a ppii prirs an 
meme son. par i-onsequent on pent, a plus forte raison. roinmetlre sur le dernier 
rhiffre de la perturbation une legere erreur qui masque la loi de son arcroisse- 
mcnl. On corrigerait ces irregulariles en prenant des moyennes d'experienee* 
nombreuses faites sur la meme figure nodale tians les menies i-irconslantes el aussi 
en evaluant la position de cetle ligne relalivement a une figure autre que CoD*,. 

Dans un travail purement .experimental sur les membranes earrees, reetangu- 
laires el circulaires. nous donnerons les lois physiques de cetle perturbation, dont 
I'existence est mise aujourd'hui hors de doutc. 



Rapport fait a I' Acadeniie des Sciences sur un Memoire de M. Boi:rc;et 
sur le Mouvement des membranes circulaires ['^) . 

( Commi£$3ireH : MM. Pouillel, Uuhamel. Serrel , fiertrand rapporteur.) 

Le Memoire de M. Bourget est relalif a une question importante de physique 
maihematique qui dejji, a plusieurs reprises, a attire I'attenlion des geometres. 
Poisson et notre confrere M. Lame ont determine les divers sons que pent rendre 
une membrane carree ou triangulaire. Dans le Memoire qu'i! a soumls au jugement 
de I'Academie, M. Bourget s'occupe seulement des membranes circulaires unifor- 
mement tendues. mais il conserve k la question toute la gen6ralit6 qu'elle lom- 
porlOt et ne suppose plus, comme Poisson I'avait fait en abordant le meme pro- 
bleme, que les points situes a egalc distance du centre soient a ohaque instant 
animes d'un meme mouvement. 

L'equation differentielle tjui represente un tel mouvement a ele donni-e depuis 
longleraps; M. Bourget s'applique a I'integrer en satisfaisant aux conditions par- 
tiQulieres que Ton nomme les conditions aux limiies et les conditions initiates, et qui 
consistent en ce que le deplacemeni et la vitesse de chaque molecule aieni a I'ori- 
gine du mouvement des valeurs donnees pour chaque point de la membrane el 
soicot nuts tt chaque instant pour les points situes sur le contour. 

Suivant la metfaode bien connue et souvent appliquee aux questions de ce genre, 
M. Bourget satisfail d'abord a l'equation aux derivees partielles, en prenant poor 
le deplacemeni de I'ud des points ie produit de trois fonclioos dont chacune con- 
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ti«nl Tuni- sfluleinent iJes Lrois variables dunt il depend. Deu\ <le ces loDctions ont 
unfl forme simple et s'obtiennent aisemenl; la Lroisieme depend d'une equation 
fiifferenlielle du socond ordre. doiit I'integration sous forme fmie ne semhle pas 
possible. M. Bonrgel, itnilant une savante methode due a Polsson, commence par 
developper I'integrale en serie dont il expnme ensuite chaque lerme, puis la somme 
ollp-meme, par unc integrale defmie. 

lixprimanl ensuite rimmobilile des points de la circonference de la membrane, 
il en deduil une equation iranscendante entre deux .constaules que I'integration 
laissait arbitraires. et dont Tunc est un nombre enlier pour cliaque valeur duqiiel 
IV()uation i'ournit pour I'autre constante un nombre inlini de racines. Ce sont elles 
qui determinenl l;i hauteur des sons differents que la plaque est susceptible de 
rendre, et dont !f noinbro est, eomme on voit, doublement infini. Chacun de ees 
sons, que ,M. Boiii'gel nomme simples, correspond a un mode de division de la 
plaque dans lp(jiiel K-s lignes nodales soot des diami;tres equidistanls et des cir- 
conferences concentriques donl I'analyse determine les rayons avec une grande 
precision. Cliaciine des integralcs ainsi trouv^cs est relative k un etat initial de 
forme particuiiere, et pour satisfaire a la dernierc condition, qui suppose un mou- 
vi'inent initial donnc e( quelconque, il faut ajouter un nombre intini dc ces solu- 
tions simples en determinant, comme les geomj^tres onl coutunie de le faire dans 
Ifts questions de cc genre, les coefficients numeriques, arbitraires jusque-la, qui 
doivent multiplier chaque lerme. Cetle partie du probleme, resolue par une me- 
lliode hien des fois employee, presentait cependant ici des difficultes particulieres 
que M. Bourgel a surmontees avec beaucoup d'babilete et de bonheur. L'etude Av 
I'equRtion dont les racines serveni a determiner la loi des mouvements simples est 
faite egalement avec une grande elegance, et montre, avec un esprit d'invention- 
qu'il faut signaler, la connaissance approfondie des theories mathematiques les 
plus elevees. Les resultats tres-precis obtenus par M. Bourget sont susceptibles 
d'etre verifies experimentalement, et d'un grand interet, par consequent, pour la 
theorie de t'elasticile. Les sons calcules. et que I'auteur classe d'apres le nombre 
de diametres nodaux, sont au nombre de 4o: il determine pour chacun d'eux. 
avec une grande precision, la hauteur Iheorique du son et les rayons des cercles 
nodaux. 

Des experiences faites avec beaucoup d'habilete et de conscience confirment 
une partie seulemenl des resultats obtenus par le calcul. Nous devons louer I'ha- 
bile el savant auteur d'avoir signaie avec grand soiu les differences regulieres et 
lonstantes qu'il a observees. Les iignes nodales qu'il oblienl sont, corame le veut 
\a theorie, des combinaisons de cercles el de diametres, qui cependant ne sont 
nettement dessines par le sable qui les trace que dans le cas oil leur nombre ne 
surpasse pas a. Les diametres des cercles sont ceux que donne la theorie, el les 



J 



DBS MEMBRANES CIRCULAIRES. qS 

(lit'tereaces tres-petites soQt de Tordre des erreurs d'obseivation. Cest sur la hau- 
teur des sous que le desaccord se mauifeste, et les perturbations, trop conside* 
rabies pour etre accidentelles, rendent tous les sons observes plus graves que 
ceux qu'indique le calcui. 

M. Bourget donne loyalement les chifTres observes sans y joindre aacun com- 
inentaire; inais les conditions dans lesquelles on opere sont evidemment trop dif- 
terentes des suppositions theoriques pour que ce desaccord regulier puisse etre 
considere comme un argument contre la theorie de T^lasticit^. L'immobilite 
absoiue de la circonterence qui limite la membrane n'est pas, en etTet, et ne pent 
pas etre rigoureusement obtenue, et la sans doute est la cause de I'abaissement 
de tous les sons 

Kn resume, le iMemoire de M. Bourget donne la solution elegante et complete 
d'un probleme difficile et important; il doit interesser a la fois et au meme degre 
les physiciens et les geometres, et nous proposons a TAcad^mie d'en ordonner 
rinsertion dans le Recueil des Savants etrangers, 

Les conclusions de ce Rapport sont adoptees. 
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SUR LES SURFACES ORTHOGONALES, 



Par M. G. DARBOUX, 

ANCIEN ELEVB DE l'eCOLE NORHALE SUP^RIEURE. 



PREMIERE PARTIE. 

ETUDE D'UN SYSTEME REMARQUABLE DE COORDONNEES ORTHOGONALES 



§ I. — Definition de ce systeme. 

1 . Le systeme de coordonnees orthogonales que nous etudions daus cette pre- 
miere partie de noire travail est forme des surfaces dont T^qualion en coordon- 
nees rectilignes est 

(I) (x^ -+- r* -h z»)^ -h ax» -h V-h cz' 4- rf^ -+- ^ ^ :r^-*- -^ — ^ y"" -+- ^ r- z» = o. 



ou bien 



(x^-^-y^-^- z^y-{-^ _— a:'-4--^ r — r*-4--= r— z* -h d^ = o. 



Si on considere a, b, c, d comme des constantes et X conime un paramelre va- 
riable, cette equation represente un systeme de surfaces. 

11 y a trois surfaces du systeme passant en un point donne de Tespace. En effel, 
si Ton exprime que I'equation (i) est verifiee par les coordonnees d'un point deter- 
mine, le parametre X sera determine par une equation du troisifeme degre. 11 y 
aura done trois surfaces passant par un point quelconque de I'espace, et commc" 
I'equation en X a ses trois racines reelles, ces trois surfaces seront reelles. 

Donnons a X dans Tequation (i) deux valeurs differentes, nous aurons deux 
surfaces. J'ai montre dans un travail anterieur (*), et Ton verifie bien facilement, 



(*) Annalcs sdiyitifir/ues dc I'icole normalc superieure, t. U. 

jinnaies scientifiques tU FEcoU NormaU superieure. Tome HI. 1 4 
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que ces deux surfaces se coupent a angle droit. Done les trois surfaces qui passent 
en un point quelconque dc I'espace s'y coupent a angle droit. 

Supposoos tf > 6 > c. L'equatioD en X qui determine les surfaces passant par 
un point donne aura ses trois racines reelles comprises, la premiere entre — a et 

— i : la deuxieme entre — ft et — c, et la troisieme entre — c et -4- qo , ou entre 

— a et — X) . On pent done diviser les surfaces du systeme en trois classes cor- 
respondant : la premiere , aux valeurs de X comprises entre — a et — 6 ; la 
deuxieme, aux valeurs de X comprises entre — 6 et — c; la derniere, aux valeurs 
de X non comprises dans ces deux intervallcs. II passe une surface de chaque 
classe, etune seule, par tout point dc Tespace, el deux surfaces de classe differente 
se coupent a angle droit suivant une ligne reelle. 

2. Le systeme precedent a done la plus grande analogic avec le systeme ortho- 
gonal forme des surfaces du second degre, qu'on divise de meme en trois classes 
forniees : la premiere, des ellipsoides, et les deux autres d'hyperboloides a une 
nappe et a deux nappes. 

Cette analogic s*explique facilement. En faisant d = ao dans Tequation ( i), on 
obtient I'equation 

x^ >•* Z' 1 

fl-+-X 6-hX c -hi 4 

c/est le systeme orthogonal forme des surfaces du second ordre. Ainsi, notre sys- 
teme du quatricme ordre comprend, comme cas particulier, le systeme des sur- 
faces homofocales du second degre, et, comme lui, il est forme de trois classes de 
surfaces comprises dans la memo equation. Cest un systeme orthogonal a la fois 
triple et un. Tons les autres systemes orthogonaux connus sont formes de trois 
series de surfaces differentes. Si les trois systemes sont algebriqucs, les surfaces 
ne sont pas du memo degre comme dans les systemes decouverts et etudies par 
M. J. -A. Serret (*j. Quelquefois meme Tun des systemes est algebrique et les 
autres sont transcendants. La propriete que nous signalons met done a part les 
deux systemes orthogonaux formes des surfaces du quatrieme et du deuxieme 
ordre. 

A tout systeme orthogonal correspond un systeme de coordonnees ortbogonales. 
Les surfaces du second degre out conduit aux coordonnees elliptiques. Le systeme 
que nous etudions conduit a de nouvelles coordonnees ortbogonales. Ge sont ces 
coordonnees que nous allons etudier; elles comprennent, comme cas particulier, 
les coordonnees elliptiques. 



I*) Mi^moire sur les surfaces ortbogonales, Journal de Mathematifjiusy t. Xll. 



sun L£S SUAFACES ORTHOGOIfALES. 



99 



S n. — for mules fonddtnentales dans I' etude du systeme orthogonal. 

3. Soienta?, j^, z les coordonnees d'un point de I'espace; Tequation que deter- 
minera X sera 

Designons par p, jo,, pa les trois racines de cette equation en X. Nous allons 
d'abord chercher Texpression de x, y\ z en fonction de p, p,, p^. 
Posons 

on a, d'apres les principes de I'Algebre elementaire, 

(3 ) F (^, r. .) ^ M u- pHx- p^ar..eii . 

' (a-f-X)(6-f-X)(c--f->.) 

Dans cette forniule nous pouvons regarder Xj y, z, p, p,, p, conune des eonstantes 
etXcomme la seule variable; si nous deeomposons le second membre en fractions 
simples, nous trouvons 

F(:r, n .) = M -y *LLfL±P.)l^JtPiH? tl'.) _L 

' ' ^ (a— 6)(rt — c) a-hl 

Egalons les coefficients de . dans les deux niembres, nous obtenons 

(4) («._4rf.)^. = Ml£±pH^iM(^±P:J. 

( /? — ft ) ( ^ — r ) 

6n aurait des formules scmblables qui donneraient^y^, z*. Done, pour avoir a:, v, z 
en fonction de p, p,, pj, il n'y a plus qu'J^ trouver Texpression de M en fonction 
des memes quantites. 

4. Chercbons cette expression de M en p, p,, p^. Si dans I'equation (a) on rem- 
place X, y, z par Jeurs valeurs en fonction de M et de p, p,, pj, on obtient une 
equation du second degre qui fait connaitre Tinconnue M. 

On a d'abord 

... ^ V' + .-.- M y L?ji.?i; «±4^.±pl) . 

La sonime contenue dans le second nienibre se compose de trois termes qui se 

1/4. 
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d^duiront du premier par la permutation circulaire des lettres a, 6, c; mais on 
pent simplifier ee second membre. Pour cela, il n'y a qu'a considerer la fraction 

(jr4-p)(ar-+-p.)(:F-hp,) 



{x' — ^d*)(x — a){x — b)(X'^c) 



Si on la decompose en fractions simples de la forme t> la somme des numera- 

teurs sera nulle; ccrivant cette identite, on a 



(a-+-p)(a-t-p,)(a4-pO __ (p-h arfjp, -♦-arf)(p>4- arf) 

(a» — 4rf»)(tf — 6)(a — c) "^ 4rf'(2£/ — a)(2d — 6)(2d— c) 



2,.. ,„ 

(2rf— p)(2rf— p,)(2rf— p,) 



4rf(2df-+-a)(2rfH-6)(2rf-f-6') 

Soit» pour abreger, 

(p-f2rf)(p.-h2£/)(p>-h2rf) (2rf--p)(2rf~p.)(2rf~pO 

4rf(2rf-a)(2rf~6)(2rf— c)' 4rf(2rf-t-a)(2rf-h6)(2rf-hc)' 

on a 

(5) :r*-4-7'-hz' = M(n — m). 

On trouve par des considerations semblables 

(6) aj?*-f-4y»-hcz'=:.M[(i — 2rf(m-4-n)], 

et par suite Tequation que determinera M sera 

(7) M'(i— m)»-+-M(i--2rfm — 2rfii)^-rf« = M, 
d'oii Ton deduit 



{s/idrndt^Jidny 

5. M a deux valeurs; ce fait pent etre explique : a un systeme de valeurs p» /9|, p^ 
correspondent deux points*. En effet, toute droite partant du centre coupe une 
quelconque des surfaces en deux points, dont le produit des distances k Torigine 
est egal a ^^ (*). Les surfaces qui ont un point commun passent aussi par un 
autre point reciproque du premier. Les deux valeurs de M correspondent a ces 
deux points. 

6. Nous aliens maintenant etablir quelques formules qui nous conduiront a 



(*) La transformation par rayons vectcurs reciproques ne fait done que changer I'une des nappes de la 
surface dans Tautre. M. Moutard a propos6 d'appeler anallagmatlques los surfaces qui ne changent pas par 
cette transformation. 
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Texpression de la distance de deux points intininicnt voisins dans le s^steme des 
coordonnees curviligues. Soit 

{'equation de Tune des surfaces du svstenie. On a 

ilx ^ "^ '^ a -h >. 

et par suite 

1 [fd¥y /d¥y fd¥\n 



= (/'-4rf') 



rfF 



dV 
aiDSi on a 



• • 



(8) is(gy={x.-4rf') 






Cette equation nous sera utile. On en deduit en eOet 

<9^ ^\di) =Td¥Y^[dx) '■= rfF 

[dlj rfi 

Posons 

(lo) dx'-*-dx'-hdz' = li'dp'+n\dp\ +H\dpl; 

d'apres les formules relatives aux surfaces orthogonales, on a 



(>«) 



L dl Ji = p. 



mais, pour X = /s, {'equation (3) nous donne 

(dF\ ^ M(p-p,)(p-p,) . 
\^</X/p (p + fl)(p + 6)(p + c)* 

il suftit de differentier par rapport au seul facteur X — /» qui s'arinule pour X = /i. 
La forinule (i i) nous donne niaintenant sans difiiculte la valcur de H; nous aurons 
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de meme les valeurs de H^, H^ el nous obtiendrons la fonnule 

(155) tls^:=dx'-¥- dy^-^dz^ 

_j^r(p-p.)(p-pO rf,,^(PLZ-P-)(fi'-P' ,/p; ^LP!-_P )(_P^:zPL)rfp;l. 

L +(p) • +(p.) ^' +(pO J 

i{;(p) = 4(p^fl)(p-h^)(p-^c)(p»-4rf*). 

7. On voil que Texpression de ds^ a la plus grandc analogie avec celle qu'on 
obtient avec les coordonnces elliptiques. Mais la presence du facteur M qui, dans 
le cas des coordonnees ellipliques, est remplace par une constante, ne pernaet pas 
d'etendre au nouveau systeme de coordonnees bien des methodes, par exemple 
celles qui conduisent aux lignes geodesiques dans les surfaces du second degre. 

Les coordonnees elliptiques sont employees avec succes dans bien des questions, 
parce qu'elles derivenl de surfaces isothermes, et, d'apres le beau theoreme de 
M. Lame, les surfaces du second degre sont les seulesqui puissent former a la fois 
un systeme orthogonal et isotherme. 

8. Dans son Memoire sur les surfaces isothermes et orthogonales, M. Bertrand 
a donne les conditions pour qu'un systeme de surfaces orthogonalessoit isotherme. 
La premiere condition, c'est que les lignes de courbure de chacune des surfaces 
du systeme puissent la decouper en carresinfmiment petits. Cette condition, qui 
n'a pas lieu pour tons les systemes orthogonaux, est satisfaite pour celui que nous 
etudions. 

En effet, si Ton fait |0,= const., on aura 



Posons 






on aura 

et cetle forme de ds^ met en evidence la propriete que nous voulons etablir. 

Ainsi la premiere des deux conditions d'isothermie est veritiee par notre sys- 
teme. Je montrerai dans la derniere Partie de ce Memoire que ce systeme est le seul 
qui veri/ie cette premiere condition. En d'aulres termes, c'est le seul pour lequel 
chaque surface puisse elre divisee en carres intiniment petits par ses lignes de 
courbure. On aura ainsi un complement du beau resultat de M. Lame. 
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§ III. — Applications. — Determination d'un sfsteme particuiier 
de lignes geod^siques sur les surfaces du systeme. 

9. Le systeme de coordonnees curviiignes que nous venons d'etudier servira 
en premier lieu dans I'etude inleressante des surfaces qui le constituent. 
Nous avons vu que sur ces surfaces le ds^ prend la forme 

On pent done integrer ici Tequation 
on a 



Ces deux equations determinent sur la surface un double systeme de lignes imagi- 
naires. Ces lignes peuvent etre regardees commedes lignes geodesiques; enchaque 
point leur plan oseulateur est normal a la surface. 

En effet, les tangentes aux courbes que nous considerous sont paralleles aux 
generatrices du cone, 

jpa -j» ^i 4- 3a — - ^^^ 

et les plans osculateurs de ces courbes sout les plans tangents au c6ne suivant les 
ardtes correspondantes. Pour avoir les directions des tangentes en un point de 
la surface, il faut couper le cone par un plan parallele au plan tangent en 0. Ce 
plan coupera le cone suivant deux generatrices imaginaires qui seront les directions 
cberchees. Les plans tangents au cone suivant ces deux generatrices sont normaux 
au plan de section, car ils vont passer par le diametre conjugue a ce plan qui est 
toujours la perpendiculaire au plan. Done, sur la surface, le plan oseulateur passe 
par la normale. 

Ainsi, en integrant Tequation 

ds* =r 0, 

on aura une integrale particuliere, avec une constaute arbitraire de Tequation des 
lignes geodesiques. Mais on ne sait pas integrer sur toutes les surfaces Tequa- 

tion 

ds^ =2 o, 

ce qui revient a dire qu'on ne sait pas ramener sur une surface quelconque ds^ a la 
forme 

ds^= Idx dy\ 
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Dans les surfaces que nous etudions on a 
si Ton fait ds^ = o, il vient 



§ IV. — Nouveaux systemes de surfaces ort/iogonales . 

10. Considerons d'une maniere generale tous les systemes de coordonnees ortho- 
gonales qui conduisent a I'expression suivante de ds^, 

L 9(9) +(P') X(P0 J 

Cette forme comprend comme cas particulier la forme (la); les raisonnements 
que nous aliens faire s'appliqueront dans tous les cas au moins au systeme ortho- 
gonal des surfaces du quatrieme ordre. 

On peut etendre a tous ces systemes les considerations dont M. William Roberts 
a fail usage pour les coordonnees elliptiques (*), et determiner ainsi de nouveaux 
systemes orthogonaux. 

Soient deux surfaces dont on donne les equations differentielles, 

[ P rfp -h Q rfp, -f- R c^p, = o , 

('4) } r r 

\ Prfp-+-Q'rfp,-^Rrfp,=ro. 

Les normales a ces surfaces font avec les normales aux trois surfaces^, ^4, p^ des 
angles dont les cosinus sont proportionnels k 



Pt/ y(p) ot/ '^(p'^ Rt / y-^p'' 

y {p^p,){p^p,y ^V(p.-.p)(p._p,)' V(p,_p)(p,«pj 

pour la premiere surface, et a 



p/^/ ?1pJ , Q^./ ^(p) R/./ xj.Pi) 

V (p~p.)(p-p7) V (p.-p)(p.--p,)' V (px-pXpa-p. 



(•) Journal de Crelle, t. LXU. 



SUB LES SURFA.GES ORTHOGOHALES. io5 

pour la seconde. Par suite, la condition d'orthogonalite des deux surfaces est 

(,5.) ^F.^'J.(pL. ^ W^iP^) ^. HK-x(pO ^ ^ 

i9'-p^){9—9^) (Pi — P)(p.— P-^) ip-^—pHp^—P^) 

Cette condition est satisfaite pour <leux quelconques des trois surfaces qui ont pour 
equations : 

L' v^(p-17i)9(p) ./ v/(p.-/Oi^(p.) .' v'(p^-A)7.(pa) 

(.6) ) /Vf Yj^Zlfc.'— ^ H- ppv<£i '2fc-*iu r'Wjp^^^£5^ 

J v'fp-A'^l^Cp) J' v'(p, -/'"I'i^lp.) .' vl^.-A")x(p,) 

Prenons par exemple les deux premieres; la condition d*orthogonalite devient 

P-IL ^. P'-A _^ P^- A ^j, 

(p — paj(p — p.) (p, — p)(p.— p,) (pi— p')(p7— pi) 

et elle est identiquement satisfaite quel que soit h. 

Si Ton eonsidere a, jS, 7 comine des parametres variables, les equations (16 j re- 
presentent un systeme orthogonal, h, h\ A'' sont trois constantes arbitraires; elles 
doivent etre inegales pour que nos trois systemes orthogonaux ne se reduisent pas 
a deux. On pent meme leur donner des valeurs infinies, a la condition de rempla- 
cer les binonies comme — A, p^ — A, p^— h, par une constante quelconque. 

On peut ecrire d'unc maniore abregee les equations des trois surfaces dn sys- 
lenie (16). En effet, si Ton pose 

i {,)= r^ p >l(p^ Ap-^f^pJ^jn ^ cjp^ >i'^iEJ}W\EF)\h- '3 

( '7i 






'rfp.v(p.-A)(p«-/'')(p^-/'^) 



v^(pv; 



les equations (16) peuvent s'ecrire 



^ /y0_ i/(-) _ . did _ 

1 1 . Dans le systeme des surfaces du quatrieme ordre, on a 

0(07)— v{;(j;) = X(^)== 4('^' — 4^M{^ -^- ^0(^ -♦- 'Ml-^ -i- ^'). 

Annates scicntifiques de I'icole NormaU supen'eure. Tome HI. ID 



\ 
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On pourm disposer de A, h\ W de difPerentes maniferes, par exemple, faire 

h z=z — tty A' 3=— 6, h'^=z—c; 

dansceras les iDtegrations indiquees dans les equations (16) pourront etre effec- 
tueas, mais je n'insiste pas siir ces cas particuliers, qui ne presenteni ni {j^rande 
difficulte, ni grand interel, el j'arrivc a une consequence plusimportante. 

5) V. — / Agnes geod^dsUfues des surfaces du second degre. — IntSgration 
des equations abeliennes par les coordonndes ellipti(/ues. 

12. Gonsiderons le cas des coordonnees elliptiques. M est constant. Faisons 
A = 30 , c'est-a-dire, dans les equations f 6), rempla^ons par Tunite les hinomes 
ip —A), {pt — A), (/Sq — h). Nous aurons le systeme triple orthogonal 



»' V>(P) .' \^p.) ' J v'?(pO 

D'apres les formules bien connues relatives aux systemes orthogonaux, on a 



(^"V-(^)*- ("-^ ' 



dz) 

•pi — pMpi— P) \ </p / -.p.— p)(p, — pj V/'pi/ (pi— -PJIP'— Pi^ ^Vpj/ 

Appliquons cette formule au premier de nos systemes, nous aurons 

-A") ^ (p.-A')(p,-A") ^ (p.~A')(P.-A:J^-, 



\(U' ' V /ifr/ I (h I (p — p, )(p — p,; 



) fpi— P5)(P.— P) (Pl— P)(P>— Pl) 

Le premier de nossysliMnes est done forme de surfaces paralleles, el, par suite, les 
deux autres systemes sont formes des surfaces developpaldes qui coupent les sur- 
faces paralleles suivant leurs lignes de courhure. (]cs surfaces developpahles se 
coupent suivant des droites tangcnles aux deux surfaces 

En effet, prenons la deuxieme des equations (19 j : cette equation represente, nous 
venons de le voir, une surface developpable. Pour p = A", la direction du plan 



tangent est determinee par Tequalion 

dp 1= o. 

Ainsi cette surface est tangentc a la surface 

Les generatrices rectilignes sont done langentes aiix deux surfaces 

0=://'. p = ll\ 

et par suite les aretes de rehroussement des deux systenies de surfaces dcveloppa- 
bles sont sur les surfaces 

II resulte de ce qui precede deux consequences. 

D*'.iliord les deux dcrnieres equations !i9), qu'on pent ecrire 

/ r _ ^p ^ r ^9i ^f— "^^^ ^-^—^ 

' Jw7^A')Tp^^'')?(7; c'v("r-^="A^Tr^^ A"- ^' 

representent une droite. Or, ces equations sont les equations aheliennes a trois 
variables. Ainsi on pent integrer par la geomeirie les equations aheliennes (*j. 
En second lieu, les aretes de rebroussement sont les lignes geodesiques des surfaces 
du second degre. Par exentple, sur la surface 

Tequalion d'une ligne geodesique est 

h" et / ctant deux constantes arbitraires. 

^ VI. — Integration des equations aheliennes par le systeme des surfaces 

du quatrieme ordre, 

13. Revenons aux systenies les plus generaux compris dans la forme (i3), et 



ll lll«»ll ■!■ " — *-i^-^— iA« 



I*) M. Liouviilo u employ^ lu M6raniquc dans son beau Mdmoire sur (juclquvs cas partivuUvrs ou Uw 
equations du mnuvemcnt d'un point materivf peuvent .s^/ntegnT. Mais dans une Note sur un th^orenie de 
M. Chasles (Joumni de Matheniatiqiiesy i85i), il annonce qu'on peul sedispen>er do rerourir a la Meca- 
nique ot promet nn article qui. jecroia. n*a pas ^le publiiV 

i5. 
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soient les deux equations differentielles 

, , U/(p-A)cp(p) v^(p.-A)i].(p.i V^(p.-A)x(pO 

/ ^P + "^P- + ^P' = O. 

' v/(p-70(p(p) v/(p.-A)^/(.p.) v'(p.-/Ox(p.) 

Ces deux equations representeni una ligne; leurs integrales generales s'expri- 
ment de la maniferc suivanle : 

f ^-^t + f — P'^P' - 4- l \--Jl^— = consl., 

J v/(p-"/0?(p) Js/{p.-/0'|(p.) c' V^(p.-"A)X(P«) 

f- - ^p ^ r-=ipL.= ^ r_..4^Pi— ^ ^ consi. 

,/ v/(p-/l)cp(p) J v'(p.-A) + (p.) ./ v/(pa-/Ox{p.) 

Mais ces integrales contiennent des transcendantes qu'on ne peut pas exprimer 
en termes finis. Ainsi, dans le cas des surfaces du quatrieme ordre, les polynomes 
sous les radicaux sont du sixieme degre» et les equations f^io) sont les equations 
abeliennes les plus generales a trois variables. Nous allons donner un moyen de 
trouver les integrales des equations (20) en termes finis, et Ton aura ainsi une 
nouvelle demonstration geometrique du tbeoreme d'Abel pour les equations a 
trois variables. 

On deduii des equations (20) 

dp dpi dpt 

v/(p-A)9(p) ^ >/(7.->A)q;(p .)^ v/(p»-A)x(p,) 
9x — 9* pa — p p — p. 

Si Ton appelle da, da^^ da^ les projections de Telemenl de courbe sur les nor- 
males aux trois surfaces 0^ pt, p^^ on aura 



rf^^^frfpN/(P-,P^1LP0,..., 

v'^tp) 

ce qui donne 

rfo" c/o"! ddi 



._■ ■ f 



V(p - ii)(9[ - pT) v^(p, - A)(p,~p) V(p, - Ay(7^~p.) 
et par suite 
(21) d(T^ -¥- rfo-f -+- rfo-J = o. 

Cette derniere equation nous montre que les tangentes a la courbe rhercboe soot 
parallfeles aux generatrices du cone 

D'ailleurs, si nous retranchons membre a membre les deux equations (20), 
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aprfes avoir multiplie la seconde par h, nous aurons 



v?(p) v + (p.) VX(Pi) 

ou, en integrant, 



Cette equation represente une surface sur laquelle doit se trouver noire courbe. 
Cette surface est developpable, car on a 

m- i^y* &)'= '■ 

et les generatrices de cette surface devcloppable sont paralleles a celles du cone 

x^ -^ r' -+- z' = o. 

La courbe devra se trouver sur cette surface et etre langente aux generatrices; ce 
sera done ou bien une generatricc ou bien I'arete de rebroussement de la surface. 
Les generatrices repondent a la solution generate des equations (ao); les aretes 
de rebroussement, aux solutions singulieres. Pour definir c6mpletement les sur- 
faces developpables |x, il suffit de remarquer qu*elles ont leur arete de rebrousse- 
ment sur la surface 

p = fi. 

Les droites sont tangentes a cette surface; leur equation ne contiendra done que 
deux constantes arbitraires. 

14. Nous sommes conduits par ce qui precede a chercber les systemes ortho- 
gonaux compris dans la forme (i3); car res systemes nous en donneront d'autres 
immediatement, et, de plus, ils pourront nous conduire a I'integration d'equations 
analogues aux equations abeliennes. J*entreprendrai cette recherche dans la troi- 
sieme Partie de ceMemoire; il resultera de cette recherche que le systfeme des 
surfaces du quatrieme ordre est le seul qui soit compris dans la forme f i3). 
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deuxiUme partie. 



# 



RECHERCHES SUR LES SURFACES ORTHOGONALES EN GENERAL 



§ VII. — Reduction du prohleme a la resolution d' une equation aux deri-- 

vees partielles a trois variables independantes , 

15. M. Ossian Bonnet a montre le premier, dans une communication faite 
en 1 862 a TAcademie des Sciences, que le probleme de la determination des sys- 
temes orlhogonaux se ramene a la resolution d'une equation aux derivees par- 
tielles du troisieme ordre; en sorte que le prohleme serait immediatemeut resolu, 
si on pouvait oblenir I'integrale gen6rale de cette equation. Ce resultat a une 
grande importance, parce qu'il indique et precise Tordre de difficulte du pro- 
hleme. Cest ainsi que Ton a fait un grand pas dans la recherche des surfaces 
applicahles les unes sur les autres, quand on a montre que le probleme se reduit 
a rinlegration d*une equation du second ordre. 

Je me propose d'etablir ici le resultat du a M. Bonnet, en suivant une marche 
differenie de la sienne. 

Je commencerai par rappeler le celebre theoreme de M. Charles Dupin, qui a 
ete le point de depart des recherches sur les surfaces orthogonales. On Fenonce 
ordinairement ainsi : 

Quand on a trois systemes de surfaces se coupant a angle droits deux surfaces 
quelconques appartenant a deiux systemes differents se coupent suivant leurs lignes 
de courbure. 

Ce theoreme est contenu dans le suivant : 

Pour que deux systemes formes de surfaces orthogonales soient orthogonaux a 
un troisieme systeme, il faut et il suffit que les lignes d' intersection des surfaces 
appartenant aux deux systemes soient des lignes de courbure des surfaces. 

Pour enoncer ce theoreme d*une maniere complete, il faut ajouter au theoreme 
de M. Dupin le theoreme suivant : 

Quand deux systemes de surfaces orthogonales se coupent suivant les lignes de 
courbure de ces surfaces, il exist e un troisieme systeme orthogonal aux deux pre- 
miers. 

Considerons trois systemes orthogonaux donl les equations en coordonnees 
rectangulaires soient 
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OQ doit avoir identiquement ^ 

rfa rfg da d^ da d^ _ 
dx dx rfr dy dz ^ ' 

(23) l^il^i'itL^'^'b.^o 

^ dx dx dr dy dz dz ' 

' c^^j: dx dy^ dy dz dz 

Des deiix dernieres equations on deduit 

rfy rfy rfy 

, , dx dy dz 

(a4) 



dad^^dad^ ^^_^^ ^L^^^^i^' 
dy dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx 

et, par suite, Tequation 

' \dy dz dz dy ) \dz dx dx dz ) ' \dx dy dy dx) 

est integrable. 

Reciproquement, si I'equation (25j est integrable, on pourra trouver un sys- 
tfeme orthogonal 

satisfaisant aux equations (24)» c'est-a-dire orthogonal aux deux systemes (ay, (jS;. 
Ecrivons la condition d'integrabilite; nous avons 

dy/dad^ da rf'(3 da d'^ d^ d'a rfp d'a rf(3 </'a . 

dx\dx dx^ dy dxdy dz dxdz dx dx^ dy dxdy dz dxdz' 

dy/da rf'(5 ^^ da d'^ d^ d^a ^d^d'a d^ d'a \ 

dy\dx dxdy dy dy* dz dydz dx dxdy dy dy* dz dydzj 

dy/da d[^ da d'^ da d^ rfj3 d'a d^ d*a rfp d*a\ _ 

dz \(tx dxdz dy dydz Tfz dz* dx dxdz dy dydz dz dz* ' 

equation a laquelle il faut joindre 

da d^ da d^ da d^ _ 
dx dx dy dy dz dz 

Si Ton difference cctte derniere equation par rapport a x, y, z, on aura 

dad*^ da d*^ da d*^ _ Id^ d*a d^ d*a ^ d^ d*a \ 

dx dx' dy dxdy dz dxdz ~~ \dx ^Ix* dy dxdy dz dxdz)^ 

da d*^ i^il? da d ^ _ Id^ d*a ^ rf(3 d*a d^ d*a . 

dx dxdy dy dy^ dz dydz ~~ \dx dxdy dy dy* cfz dydz ' 

da d*^ da d*^ dad*^ _ (d^ d*a d^ d*a d^ d'a\ 
dx dxdz dy dxdz dz dz* ~" \dx dxdz dy dydz dz dz* J 



Del. 
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Ces trois equations permettent do simplifier la condition d'integrabilite, et de 
Tecrire, en rempla^ant -7^» ^^i -^ par les quantites proportionnelles : 

doL doL da 

dx dy dz 

d^ d^ d^ 

dx dy dz 

dxd^ da rf'P da. d^ da d^ dad^ da d'^ da rf»p da rf'(3 da rf^ 
dx dx^ dy dxdy dz dxdz dx dxdy dy dy^ dz dydz^ dx dxdz dy dydz dz dz* 

Soient (?a?, &y, dz les accroissements que prennent a?, v, z lorsqu'on se deplace 
infmiment pen dans la direction de la surface a; on a 



(^6) 



dx 




doc 


da 




dx 

dx 




dr 

Tr 

t 


dz 




d(X 


d_ 


'^ , 


da d* 


'(5 



rfa rf-jS _dx ^ d^ 
dx dx^ ' dy dxdy ^ dz dxdz dx ' dx 



et la condition d'integrabilite devient 

dx, 6r, dz 



(^7) 



I 
rfp rfp rfp . 

dx dy dz j = o. 

• I 

, d^ . d^ . d^ I 
dx dy dz ' 



Sous cette forme, nous reconnaissons iinmediatement que la direction &x, dy, iz, 
qui est celle de la normale a la surface a, est celle d'une des tignes de courbure 
de la surface p. Done la ligne d'intersection des deux surfaces est tangente a 
I'autre ligne de courbure de la surface (/3), et par suite les deux surfaces se 
coupent suivant une ligne de courbure. Ainsi la condition d'integrabilite exprime 
que les deux surfaces se coupent suivant une ligne de courbure, el, comme cette 
condition est necessaire et suftisante, il en resulte le theorenie enonce. 

16. Passons maintenanl a notre objet principal et cherchons les conditions 
auxquelles doit satisfaire un systeme a = (oix.y, z), pour que ce systfeine fasse 
partie d'un systeme triple orthogonal. 

Determinons en chaque point les directions des lignes de rourbure. 

On a deux equations de la forme 

, ,^, dx dy dz dx dy dz 
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Dans ces equations, L, M, N, L', M', N' represenlent des fonctions des derivees 
premieres et secondes de a, fonctions qu'il serait penible de calculer. Les tan- 
gentes aux lignes de courbure doivent etre les normales aiix deux systfenies con- 
jugues dn premier. Done les equations 

L rfx H- M rfr -I- N rfz = o, 
L'dx -h Wdr -f- N'rfs = o 

doivent etre integrables. Je dis que si la premiere I'est, la seconde le sera aussi. 
En effet, si la premiere equation est integrable, on aura un systeme de surfaces 

(29) ^= I l(Ldx-hM(Ir-h^(iz) 

orthogonal au systeme a et ayant scs normales tangentes aux lignes de courbure 
des surfaces (a). La condition d'integrabilite ( 27) sera done satisfaite, et Ton aura 
le troisiemc systeme orthogonal par la formule 

(30) y= r>/(L'rfx-hM'rf>+N'r/z); 

ainsi, la condition unique a laquellc doit satisfaire a, c'est que la premiere equa- 
tion 

Ldx -\- Mdv -^Ndz — o 

soil integrable, ce qui donne 

(^■) ^{^--dT-} -'**(^~^.^ -^M^-rf^j -''' 

equation unique aux derivees partielles a laquelle doit satisfaire a. Cette equation 
est du troisieme ordre; elle est lineaire evidemment par rapport aux derivees du 
troisieme ordre. D'apres ce qui precede, on voit que toute solution de cette equa- 
tion donnera un systeme orthogonal. 

Cette equation aux derivees partielles, nous ne la formerons pas dans le cas 
general ; elle est tres-compliquee et parail tres-difficile a integrer. Remarquons 
seulement qu'on en connait deux solutions avec une fonction arbitraire de deux 
variables. La premiere solution est donnee par le systeme des surfaces paralleles a 
une surface donnee ; la deuxieme par le systeme qu'on obtient en transformant 
par rayons vecteurs reciproques un systeme de surfaces paralleles. Mais il est evi- 
dent que ces solutions ne constituent pas Tintegrale generale de Tequation. Quoi- 
qu'elles contiennent des fonctions arbitraires, ce sont peut-etre des solutions sin- 
gulieres. En dehors de ces solutions on ne connait pas d'integrale complete de 
I'equation. Le systeme des surfaces du quatrieme ordre contient quatre constantes; 
en rapportant a des axes quelconques on en introduit six, et en transformant par 

.4 finales scientifqties de rtcoie Xormule rupvrieure, Toin<» III. lO 
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rayons vecteurs reciproques, le pole etant quelconquc, irois nouvelles, ce qui fait 
en tout treize constantes : or I'integrale complete devrait en contenir dix-neuf. 

Ainsi, le probleme de la recherche des surfaces orthogonales depend d*une equa- 
tion du troisieme ordre ^ trois variables. II parait done beaucoup plus difficile que 
la plupart des problemes de Geometric, qui dependent d'une equation du second 
ordre a deux variables. 

g VIII. — Mhhode genirale de recherche des systemes orthogonaujc . 

17. Cette methode est fondee sur les equations que M. Lame a donnees dans 
son ouwai^e sur les Coordonnees cun^ilignes (*). Soil Texpression de ds^ 

(3a) rfj' = H'£/p'-hH;rfpf + H5rfp;. 

Les fonctions H, H|, H, satisfont a six equations differentielles qui sont : 

rf'H I dU r/H. I dH dH, 

-f- 



(33) 



dp/dp2 Hi </p, dpi H) dp^ dp 
J'H. I dH^ c/H, f dH, dW 



dp dpi H, dp, dp H dp dp. 



et 



r=0. 



= 0, 



dp dp, H dp dp. Hi dp, dp 

dp, [h, dpj ■*■ dp [h ~d^l ^ HJ dp, dp, 
^^^ i dp \H dp j~^ dp, \\\, dp,) "^ HJ dp, dp, 

dp, \H, dp, ) "^ rfp. \ H, dp, j"^ H» dp dp ~^' 

Nous allons reprendre rapidement la demonstration de ces six equations, et 
nous prouverons en meme temps qu'elles sont a la fois necessaires el suffisantes, 
c'est-a-dire que si Ton a trouve des valeurs de H, H|, H.^ satisfaisant a ces six equa- 
tions, on- obtiendra necessairement un systeme orthogonal. 

Pour cela, nous commencerons par transformer les equations prece^dentes, et au 
lieu des quantites H, H|, Hj* nous prendrons pour inconnues les six quantites 
donnees par la formule 

^^^\ (^"-H, dp. 

oil * est different dey. 



(*) Le^ns sur les Coordonnees curvUignes vi leurs diverst's applivations . In- 8** avec figures dans le lexli»; 
iSSg. Chez Gauthier-Villars, libraire. Prix : 5 francs. 
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On pourra remplacer les six equations (33), f3/|) [voir Lame, p. 76] parlesneuf 
equations 

(36) /^'::.i3.,(3., ^'-P.P.., 



et 









,3,. ■ 1^,^.,^.,^. = ,, 

Nous avons six inconnues au lieu de trois; mais il y a trois equations de plus. 

Pour demontrer ces equations, designons par U, U|, Ua les cosinus des angles 
que font avec Taxe des u {*) les normales aux trois surfaces p, /9,, p2* Texpression 

HUc/pH-H.U.rfp. -hH,U,(/p, 

doit etre une differentielle exacte, puisqu*elle est egaie a du. 
De plus on a 

differentiant cette equation et exprimant les conditions d*integrabilite, nous trou- 
verons (voir La.me, p. 74 j 

(38; ^^u.(3.., ^^=U,p.., ^' = - U.(3..-U,j3,.. 

On aurait de meme (Pautres equations qui donneraient les derivees partielles 
des fonctions U,, L^. Cela pose, differentions la premiere des equations (38) par 

rapport a p,, la deuxieme par rapport a pt : on aura deux valeurs de - — — qui 
devront elre egales, cc qui donne 



^■■(^-^•'^") = ^'(^'-^-^")- 



{*) It (lesijinc. i.ui\anl les notations de M. Lam6, une quelcoiHjue (Jes trots letlres x, j, z. 

16. 
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Cetle equation doit avoir lieu pour trois valeurs differentes du rapport t^ ^ on aura 
done 



Par des permutations d'indices on aura les six equations (36) qui se trouvent 
ainsi demontrees. 
Pour trouver les equations (Sy), on n*aura qu'a exprimer que les deux valeurs 

de j-j— que Ton oblient en differentiant la seconde des equations (38) par rap- 
port a p et la troisiome par rapport a jOa* sont egales. 

Reciproquement, si les neuf equations (36) et (37) sont satisiaites, les equa- 
tions (38) et les six autres equations analogues donneront des valeurs de U, U|, Da. 
Ges fonctions seronl determinees lorsqu'on connaitra leurs valeurs initiales, car 
les neuf equations fourniront les derivees premieres, et les equations obtenues par 
la difTerentiation les autres derivees. Ainsi, quand on aura trouve H, H|,Ha, on 
pourra toujours obtenir des fonctions U, U,, Ua> satisfaisant aux equations (38; et 
aux six equations analogues. 

Prenons trois systemes de valeurs 

U, U., U,; V, v., V,; W, W„ W,. 

Soit Texpression 

UV-+-U,V,-hU.V,; 

si Ton difterentie cette expression par rapport a une quelcouque des coordon- 
nees p, p^, pat on trouve, en remplagant les derivees par leurs valeurs tirees des 
equations (38), un resultat identiquement nul. On a done 

UV -4- U, V. -h U, V, = consl., 

et si Ton a clioisi convenablement les valeurs initiales, on aura 

UV-hU.V.-hU,V, = 0. 

De meme, 

UWh-U.W, -4-U,W,=:0. 

Done on pourra constituer un systeme orthogonal, et en integrant les expressions 

lelles que 

HUrfp + H.U. rfp, -h H,U,rfp„ 

on aura les coordoonees u exprimees en p. p, , p^. Ainsi, a tout systeme de valeurs 
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de H, H|, Bs satisfaisant aux six equations (33), (34) il correspond bien un systeme 
orthogonal. 

En resume, le probleme attaque par cette voie comprend deux parties dis- 
tinetes : 

La determination de trois quantites H, H,, H2 par six equations simultanees, et 
la determination des cosinus U. 

En general, on ne pen I pas trouver trois fonctions satisfaisant h six equations. 
II semblait done que le probleme ne pouvait avoir qu'un nombre limiie de solu- 
tions. On voit combien est important le resultat du a M. Bonnet. 

Avant de connaitre les recherches de M. Bonnet, j'avais essaye d'integrer les six 
equations en H. Je n'ai pas reussi, mais j'ai ete conduit a quelques resultats qui 
nous seront utiles plus tard et que je vais exposer. 

§ IX. — Integration des equations en H , H, , H^ . 

18. Occupons-nous d'abord de la determination des quantites que nous avons 
designees par /3iy. 

Les equations (36) s*integrent sans difficulte; on en deduiten etTet 

^^ ( (3.. (3.. )= p.. ^' -^- P- ^ = Po- P" 1^" -^ i^- !^" P-* 
Ainsi on a 

On pent poser, en introduisant une fonction auxiliaire V, 

Pour la commodite du calcul, nous emploierons les notations suivantes : 

(4^) i3oiPi>(3,o = 'w, 3,. (3„ i3«, = /I ; 

on aura 

(43) m 4- /I = 6, mnz=aaia,. 

Done m el n peuvent etre consideres comme connus lorsque la fonction V Test. 



ii8 sun Lrs surfacfs orthogoiialcs. 

La premiere dee equations (36) donne 

ou 

(44) '. l^-^?ri. 

On deduit de la par IMntegration 

/m , 
— 0/9,-*- A, 

et de meme 

A3 et B2 designent des fonctions de ^ etde pi ne dependant pas de ^^\ ellesdoivent 
etre choisies de telle nianiere que le produit jSqi jSfo soit egal a a^. Une seule est 
done arbitraire. 

Ainsi, toutes les quantites |3 s'expriment en fonction de Y. Le probleme revient 
a determiner cette unique fonction, et les fonctions de deux variables telles que A,. 
On a 

Ecrivons que ces quantites j3 satisfont a la seconde des equations (43). Nous aurons 



(48) 



/"dp -^ I — </p, -+- I — </fl,-HA-t- A,-i- A, 



Prenons les logarithmes des deux nombres et lesderivees sucoessives par rapport 
a p, p,, fr2, nous obtenons 

, d //w\ (i^ /m V d' / m V d^Ln 

^ dpdpy\ar) ' dpitpiXaJ f/p, //p, \ « / apdpiU^i 

equation du sixieme ordre a laquelle devra satisfaire la fonction V. 

Le probleme parait bien simplifie; il semble que Ton n'aura plus qu'a substituer 
les expressions des |3 dans les equations (37), et Ton aura alors quatre equations 
simultanees auxquelles devra satisfaire la seule fonction V; mais je vais montrer 
que generalement, si les equations (36) sont verifiees, les equations (37 j se redui- 
sent a une seule. 

19. Designonseneffetpar</, </|, u^ les trois premiers membres des equations (37). 
Si les equations (36) sont verifiees, on a identiquement 
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On peut transformer ces equations et les ^crire 

Si une des trois quantites u, u,, u^, u^ par exemple, est nulle, les equations (5i) 
nous donnent 

(52) II, P„=:rA„ mP„ = A, 

A, A« designant des fonctions qui ne contiennent pas, la premiere p, la seconde p«. 
Portantces valeurs de i/, u, dans la troisieme equation f5i), nous avons 

-1/a Pl!\- ^ /a &!?\ A(m- /!) _ \>(m-//) 

Cette equation est verifiee, 

I" si m- «, 

\ A, 

mais en general ces deux cas n'auront pas lieu. II iaut done que Ton ait A = o, 
A, = o, ce qui entraine m = o, w, = o. Par suite, les equations (37) se reduisent a 
une seule, excepte dans les deux cas particuliers que nous venous d'indiquer. 

Ainsi la fonction Y doit salisfaire au moins a deux equations aux derivees par- 
tielles. Si nous ne savions pas que le probleme se ramene a une seule equation, 
nous poursuivrions les calculs malgre leur difiiculte; car dans les equations i^'j), 
la fonction Y entre sous les signes d*integration> Mais il est pen interessant de 
developper ees calculs, maintenant que nous savons que le probleme ne peut se 
resoudre par des differentiations et des eliminations. 

20. Quand on aura determine la fonction Y et les quantites j3, on aura a deter- 
miner les fonctions H, H,, H,. La formule (35) nous donne 

u 1 rfH „ 1 dU 

Pi« (ipi pn (ipi 

et» en portant ces valeurs de H«, H, dans les autres equations que renferme la 
formule (35j, on aura 



d' 



H I £/(3,. dti „ 



dpdpt p,« dp dp 

dpdp^ (3m dp dp^ 
rf»H m rfH n c/H _ 



dp.dpi a, dpi ax dp. 
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II luuis rcste h iiniiquer comment on determinera ies cosinus U. On aura 
ces equations donneront Ho U,. On determinera U par Ies deux equations 

I dp p., dpi Po2 dpi "■ 

21. Les quantites /3,y onl la relation la plus directe avec Ies courbures des sur- 
faces. En efTet, designons, a I'exemple de M. Lame, les six rayons de courbure 
par la lettre r avec Tacceoty et I'indice i, Tindice i etant celui de la surface el 
Taccenty reprosentant Tindice de Tare; on aura 

po. — — ^ 9 p-'^ — — ^ ■ 

, /^ H] ^ II 

(54) |5" = -7s-' (5-.= -7' 



r'l* — — "~9 jJ^i — — ~r 



( A'r^i/' LxHfi, p. 8o..> 



On pourra done, dans cette metliode, introduirc facilement toutes les conditions 
relatives aux courbures des surfaces. 



'»•»*■ 



TROISIEME PARTIE. 

APPLICATIONS DE LA METHODE EXPOSEE DANS LA DEUXIEME PARTIE. 



§ X. — Determination rfune classe particu/iere de systemes orthogonaujc. 

22. Au n^ 19, nous avons ete conduit a examiner le cas oil Ton a 

b 
m — n = o, m r=: /I = - , 

ou bien 

(55) 6' — 4^^«^> = ^' 



SUR LE8 SURFACES ORTHOGONALES. 121 

Alors la fonction V satisfait, non plus a une equation du sixieme ordre, mais 
a une equation du troisieme ordre, Tequation (55). 
Dans ce cas, on a 



de meme, 






Pn=^g Vfl, (3,. — g-V'^i' 



Dans ces equations, comme dans tout ce qui suivra, les grandes lettres B, B|, B2 
dcsignent des fonctions quelconques qui ne contiennent pas la variable ayant 
meme indice. Ainsi B^, A/ ne contiennent pas |9/. 
Les quantites |3 doivent satisfaire ^ Tequation 



on aura done 






* ' I — 



ce qui donne 

(56) BB,B,= i. 

Si Ton donne une valeur quelconque a /?, B n'est pas change, B, devient une 
fonction de p^, Bj devient une fonction de /9,. Done B est de la forme 

o_|3(p.). 

de meme, 

n _y(po n _ «(p) 

a(P) P(pi) 

Avec ces valeurs de B, B|, B,, les expressions des |3 deviennent 

* 

Exprimons que ces valeurs des |3 satisfont aux equations (4o); nous aurons, 
par exemple, en substituant dans la premiere, 

^ [ai«'(p)] + ^ [a»P'(p.)] + 6y'(pO - o, 

Jnnales scientifiques iU tAcole Nor male superieure. Tome HI. 17 
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ou 

Les deux aiitres equations (4o) donneront de meme 

on aura done 
On peat poser 

aMp) = P'{p.) = y'(pO = '; 

car, si cela n'avait pas lieu, on remplacerait p, pt, p2 p^^' des functions conve- 
nables; on poserait 

-J— r := tf p , . . . . 

a*(p) 

Ainsi la function V doit satisfaire a Tequation 



dV dV dV ^, , n, y r, X 



dont rintegrale est 



V=J'A{p)rfp-hy*B(p.)£/p. -t- rC(p,)c/p.-f-F(p-p., p-p,). 

On peut prendre 

(58) V = F(p-f>i,p~p.); 

car la fonction V n'entre dans les |3 que par ses derivees secondes prises par rap- 
port a deux variables differentes. 
On aura 



Rappelons-nous que V doit satisfaire a ['equation (55). 
Posons 

p — p»=:JC, p— 4>a = ;r; 

alors 

^ _ f/V dV rfV _ rfV ^ . ___ ^v 
rfp "~ </j? rf/ ' rfp, ~ dx ' rfp, "" ^ ' 



• • • • 
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L* equation (55; devicndra 

^ w/jTrfr* dx^dj'J ~" t/arrf^^ \rfx* itxdy) \dxdy dy^ } 

Toute solution de cetle equation nous donnera un systeme orthogonal; on aura 
les |3 par les equations (Sq), les II par les equations (53), el les U par les equa- 
tions (38). Les equations en U deviennent, dans le cas que nous etudions, 

dp ^ Up. "^ dp. '-'^ ""' ' ^^i. W) "^ p.s W) ' 

La premiere de ces deux equations nous montre que toutes les quantiles L seront 
fonctions de p — p,, p — p2, 

U = cf(p — p,, p — pi). 

23. Nous allons insister sur cette remarque, parce qu*elle nous donnera une 
propriete geometrique du systeme. En ious les points <le Tespace pour lesquels 
|9 — Pi» p — p« conserveront la memc valeur (ces points forment une courbe), les 
normales aux trois surfaces conserveront la meme direction : ceci n'a pas lieu 
en general. Si Ton cherche le lieu des points oil les normales aux surfaces p, par 
exemple, ont une direction donnee, en ces points les normales aux surfaces /9« 
n'auront pas une direction fixe. 

La propriete que nous venous de constater revient a celle-ci : 

fjes transformees spheriques des Kgnes de courhure de toutes les surfaces d'un 
m4me systeme sont les m6mes, 

Cest ce qui arrive, par exemple, pour les surfaces paralleles, pour les surfaces 
de revolution ayant m^n^ axe et des meridieos orthogonaux, etc. 

Les coefficients des equations (53) qui donnent H ne conlicnnenl que les |S 
qui sont fonctions de p~p,, p — p^ : on pourra done determiner des valeurs 
de H, H,, Hj, fonctions seulement de p — /&,, p — pj. L'expression de ds^ sur la 
surface p =: C sera 

ds-- F(p — p,, p~p,)drj] -i-F,(p — p., p — p^)dp\ - -F(x, r)rf^'-4- \\(x,r)dyK 

en posant 

rj-'Px-~Xy p — p.—y. 

Done toutes les surfaces d'un meme systeme sont applicables Tunc sur Taulre, et, 
comme les normales aux points eorrespondants Bont parallelcs, les surfaces sont 
toutes egales, et Ton pent amener Tune d'elles a coiincider avec toutes Jes aulres 
par une siauple tj'anslation. Ainsi on obtient des syslemes orthogonaux engendres 
par des surfaces restant invariahles de forme et se depla^ant parallclement a eUes- 
mf'mes. 
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Par exemplc, prenons deux cones circulaires droits ayant ineme axe el se cou- 
pant a angle droit. Si nous depla^ons ces deux cones en faisant glisser leurs soin- 
mets sur Taxe cominun, nous engendrerons deux systemes de cones se coupant a 
angle droit. Le troisieme systeme sera forme de plans passant par I'axe. 

Mais ce systeme des cones circulaires droits n'est qu'un cas particulier, puisque 
■'equation (60) en V pent s'integrer avec trois fonctions arbitraires d'une seule 
variable. 

J^ XI. — Systemes orthogonaux pour lesqueU les Ugnes de courbure 

sont planes. 

24. D'apres le theoreme de JoachimsthaU si laligne de courbure p^ est plane, le 
plan de cette ligne de courbure fera un angle constant avec la surface p, par 
exemple. 

SoitOpi la ligne de courbure pi ; soient OR, OR2 les normalesaux deux surfaces 
qui se coupent suivant la ligne |9« ; soient R, R3 les centres de courbure de ces 




deux surfaces'correspondant k la ligne p^ . Abaissons du point une perpendicu- 

laire OA sur la ligne R2 R; OA representera en grandeur et en direction le rayon 

de courbure de la courbe p,. L'angle du plan de cette courbe avec la surface p sera 

done 

R,OAn=R,RO. 

Done, en tons les points de la ligne p^, le triangle rectangle ORR2 restera sem- 
blable a lui-meme ; on aura 

OR r' 

_ = ^=: const., 

c'esl-a-dire 

(«•) A=4-A,; 

A| designant suivant nos conventions une fonction qui ne contient pas pi, sera 
constante pour tons les points d'une ligne p^. 

Remplagons r' et r\ par leurs valeurs tirees des equations (54), Tequation pre- 
cedente devient 

(62) }3.» = P„A.. 
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Or, on a 

|3,, (3„ j3,. = m ; 

remplacons dans cette equation /3oi par sa valeur, nous aurons 



ety par suite. 



dpy " A, dp\a )~~ '^" a, " A,' 



(63) 

de meme, 






rf»V 



rfp rfp, ' 



(64) j(-(ii\-rt^ ^'V 

dpi\atl </p, rfp, 

Ces deux equations (63), (64) expriment les conditions auxquelles doit satist'aire 
la fonction V. On pent les integrer une fois, et Ton obtient 



HI __ rfV ^ n J d\ 
a dpi 02 ap, 

et en faisant le produit, 

(65) rf'V z^ 'i^ =r f ^ - B, "^ /"— - C.^l : 

dp dpi aUi \dp / \dp7 "/ 

rette equation (65) comprend les deux equations du troisieme ordre (63), (64). 
Quand on aura la fonction Y, on calculera les ^ et les H. 

25. Lorsque les lignes de courbure des trois systfemes doivent etre planes, on 
a trois equations pareilles a Tequation (65), 



.)' 



I dp dp, \fl?p 7 \rfp, 
dpidpi~~\dpi )\ctpl /' 

Ces trois equations doivent etre compatibles ; il faut done qu'elles donnent la nienie 

rf*V 
valeur P^^''^-^ — 7— • En deduisant cette valeur des trois equations, on trouve 

-(?-B.)r3^-B.)(g-c.).r^-a)(f,-.)(^^-.:). 
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On voit que res Irois expressions deviendront egales, si I'on i\ 

C :: B,, C, -B, C, B,; 

c'esl le cas que nous examinerons (*). 

Comme C ne depend pas de p. Bo ne dependra ni de p ni de p,; on aura done 

C- B.- ■ riT,(p,), C, ■ : B — ro,(p,), C, -- B. --ro(p). 

En outre, comme V n'entrc dans Ics calculs que par ses derivees seeondes prises 
par rapport a deux variables differenles, on pourra remplacer V par 



V -f- I xs{p)dp -r- I cy,(p,)rfp, -4- I cj,(p,)rfp2, 



el les equations (66) deviendront, 

^/' V f/\ rfV d'\ __ d\ d\ d-\ __d\^d\ 
IFpTiTo^ dpi dp-," dpdp/' dp dp, apdp2 dp </p, 

I/intejjrale de res equations est 

V^ _L[F(p)-4-9(p.)^d/(p,)], 

qu*on pent reduire a I'expression plus simple, 

(67) V-- — L(p -i-p, -+-p^)— _ Lx, .r -..-. ip -4- p. -hp;). 

26. (Jne fois trouvee la fonetion V, les j3 s'obtiennent sans difTiculte, 

^ X ^ x\i ^ X ^ a:- As X "^ x\ 

el romme on doit avoir /w = /3o4 jSja/Sao* il vienl 

9 A Ai Aj "■- I . 



^ 



X X A J\.\ Ai 



Nous avons deja resolu au n^ 22 une equation semblable. On doit avoir 

r, r, r 

r, Tf, r, designant des fonctions de p, /s,, p^- Les valeurs des ]S ainsi trouvees satis- 



r 
I *) Ge cas est lo scui pour loquel les ^uations ( 3y) puissent Hre v^rifides, et ipar cons^uent on aura 

lous les svstdmes dans lesqucts les lignes de conrbure sont planes. 
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font aux equations (36). ^crivons maintenant qu*elles satisfont aux equations ( 37 ;, 
nous aurons 

et deux autres equations semblablea, 
d*ou Ton deduit 

r — - c v^p, r' — c v/p", /" = c ^p" , 

et par suite les valeurs des |3 sont donnees par la formule 



•^ V py 



Les j3 obtenus, nous avous a determiner les H, ce <{ui se fait sans difticuUe par l(fs 
formules (53), et I'on obtient 

\V K -h l{, -h K, 



11 



V P ^ V^p 



(6«) /,,,__ «1 -, !LtJi-«i 

Vp. X Vp, 

R', R 4. H. H_ H, 



H, 



R, R,, R2 dcsignant trois fonctions arbitraires de p, de pt, de /^j. 

27. Pour terminer le probleme, il faut avoir les expressions des coordon- 
neesa;,^, z en fonction de p, p^^ p^. Pour cela, nous allons d'abord calculer les 
quantites que nous avons designees par U . 

Od a, d'apres les equations (35), 

Or, dans le cas que oous etudJons, 

(70) Pij-~-P/i- 

L' equation (69) pent done s'ecrire 

Par definition, 

^" ~ H, -dij •■ 
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• done que Ics equations en H/ et en ~ sont exactement les memes ; done les 
.--^r-siies generales des deux systemes d'equations seront les memes, el Ton aura 

U S' S H- S. -h s, 



p 


v'p ^Vp 


p> 


s\ s + s, + s, 
Vp. * v'p^ 


P' 


s; s -(- s, -1- s, 

vp. ^v'pi 



Pour oblenir ces integrates, nous n'avons qu'a remplacer dans les equations (68) 
les tbnctions arbitraires R, R|, R3 par trois autres fonctions S, S,, 83. 
Mais on doit avoir entre les fonctions U, U,, U2 une nouvelle relation 

U»-+-UJ-hUJ=z:i; 
rette relation determine les fonctions S, S^, S2, et Ton trouve 

S rrr — Cp -+- 2 A V^p, S, ~ — Cpi -+- 2 A, ^pi» S, =: — Cpa -+- ^ AaV'pt' 

avec la condition 



On a done 



A»-f-A;-h AJ=: I. 



U^.- ^ (Av^ + A.s/p. -4-A,v/pI)~A, 
(73) {\i,^.^{k^p+A,^i,-i-\,\fi,)-X„ 

U, = ^ ( A ^ -+. A. v/p; + A, v/pi) - A,; 



r, U,, U2 designent, on se le rappelle, les cosinus des angles que font les nor- 
malcs aux trojs surfaces avec I'un quelconque des axes. II faudra done prendre 
pour les constantes A, A|, A^ trois systemes de valeurs et exprimer les conditions 
de perpendicularite. 

Soient (A, A,, A,) (B, B,,Bs) (C»Ci,Ct) les trois systfemes de constantes. Les 
relations qui doivent exister sont 

A'-f- AJ -^AJ=ri, ABh- A.B, -hA,B,r=:o, 
B^H-BJ -+-B5=i, ACh- A,C. -hA,C,=:o, 
0-+-CJ -+-C; = 1, BC -4-B,C, -f-RC- o. 

En clioisissant convenablement les axes, on pourra prendre 

A =r: I, A, — O, A, =: O, B = O, B, =: I , Bj -— O, C = O, C| = O, Ci = I , 
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et Ton obtiendra les formules 



X = ^-.. X.= ?-^', X,= i^, 



X X 



X jr .r 

7 — ^^F'P^ 7 — ^ V^'-' 7 _ ^ P' , 
A — ^ L\ — 7 L\ — I , 

X X X 

En integrant les differentielles telles que 



on trouve 



Xz=z o^p -h / — -T, 

p-hp.-f-p.. ^^ .f ^/^ 



R^^^^K /•R'.rfp 



1 P-+-P'-+-P^ .' 



I 
1 



vp. 






Telles sont les equations generales de notre svsU^ne orthogonal. 
Par exemple, si Ton fait 



R=zR, z=R, =- g, 



on aura 



p -h p. -f- p, -h p. H- p. p -4- p. H- p, 

ce sont les formules de la transformation par rayons vecteurs reciproques. 
28. Si Ton se reporle a Tequalion qui donne la fonction V, 

V -: — L(p 4- p, -h Pa), 

on voit que celle fonction salisfait a Toquation (55 

Done le cas que nous venous d'cxaminer nous donne un exemple des systemes 
orthogonaux etudies au w" 22. Toules les surfaces d'un meine systeme onl la meme 
representation spherique. En etl'et, les formules (74j ne contiennent que les rap- 
ports des Irois coordonnees. 

Si Ton prend pour les functions R, R,, Ra, 

R -.:.. A v/p, II. ^ B v> . H, = C v^^, 

fnnairf svitnti fit/ lies de rFcoit tXonnale iuperieiire. Tome ni. I O 
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fAv/p-hBv^^Cv/p;)2v^ _^B 
' ' ■' pH-pi-4-p2 2 "^ 



^Av^p-4-B 

;5 — — ^ — 

p -4- p 






V 



Ces equations representenl un systeme orthogonal (H)mme eeux que nous ayons 
signales au n^ 23. En effet, faisons p = const., on aura 

A - A \/p -+- B v^p, H- C ^pi r 

2 p -4- p, -+- p, 

B, Av/p-+-Bv/p;"-hCv/p7 ^r- B,p. 

2 "^ p -f- p, -h Pv ^ 2 p 

, <M . _ A v^ -^ B v^^H- C /^ . , ~ . G J p,. 

2 "^ p-4-p, -4-p, '"^ 2 p 

si Ton transporte Torigine au point 

les nouvelles coordonnees, 

A - B , C , 

j:, = j: Lp, >', — r Lp, 2, = z Lp, 

ne dependent que de deux paramfetres, les rapports— 9^* Done, toutes les sur- 
faces p, rapportees a des axes paralleles, ont memc equation. 

Chacun des systemes est forme par une surface de forme invariable qui se deplace 
parallelement a eUe-ni^me. 



§ XII. — Determination de tons les systemes orthogonaux pour lesquels 
toute surface du systeme peut etre divLs^e en carres infiniment petits par 
le^ lignes de courbure. 

29. Nous avons ete amene, au n*^ 14, a rechercher tous les svslenies ortho- 
gonaux compris dans la forme (i3). Generalisons et cherchons tous les systemes 
orthogonaux dans lesquels chacune des surfaces peut itre divisee en carres infiniment 
petits par ses lignes de courbure. 
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Soil i'expression de ^' correspondatnt k de pareils sysl^m^s 
II n*est pas difficile de voir que les expressions de H, H,, H, seront de la forme 

S| designant une fonction qui ne i^ontient pas pi et M une fonclion queleonque 
de p, |0<, Pa. 

En effet, faisons ps = (''< sur la surface p^ = C on aura 

Pour que la surface puisse etre divisee €n carres infioiment petits par les lignes 

p = C, p^ = C", il faul <jue Ton ait 

H ^ F(p.,p:) , 
H, /[p.p.)- 

on aura deux equations semblables a celle-ci, d'oii Ton deduira Ja forme des 
expressions de H que nous avons ecrite plus haut. 
On aura done 

(77^ ^*^-j^,(S?s^/p'-^S's;c/p;-^S'Sjrfp;)(*). 

On pent verifier a posteriori que cette forme repond aux c^mditions que nou.s 
avons posees; car si Ton fait, par exemple, jO, = C, on a 

30. Ainsi le probleme est ramene a la recherche deii^ systemes pour lesquels 

ou, ce qui revient au merne* 

Pour simpliticr un peu, nous emploierons dans la suite de ce calcul les nota- 
tions suivontes : 

f/M r/'M (I'M 



JCi — • J^ij — - "j ~f^ 5 "^oii — 



■ * ■ ■ ■ • 



dpi '^ dpidpj Updfi.dpi 



I* ) Si Ton voulait en oulre que le sysl«me fOt isotherme, il faudrait supposer M — i. Alors la m^^lhodi; 
que noussuivons conduit tres-simplemeiil aa (h^reroe deM. Lam^. 

i8. 
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Exprimons d'abord que H, H|, H, satisfont aux equations (33). Nous trouvons 

dK rfR .... 

:r,3 = Xi '-r- •+■ X. -J h M U, 

(78) { :r,o = ^j-^' -1-^9 ^' -H MU,, 

ap, (ip 

On a pose, pour abreger, 

~ rfp, £/p, / \ Jp, rfp, / c/p, rfp, ' 

' \rfp2 rfps/ ^ rfp ^/p / rfp rfp/ 

\ c/p c/p / \ rfp, rfp, / rfp, rfp 

Pour que les equations (78) soient compatibles, il taut qu'elles donnent les memes 
valeurs pour la derivee 



dp doi dp:i 



=: X 



012 • 



On trouve, en differentianl la premiere ei en rempla<;ant .r,o« ^20 P^^' leurs va- 
leurs, 

rfR, //R.. d\\ d\\^ d\\ d% ^, id\} ,, c/R „ </Rv 

dp'i apt ap'i dp dox dp \ no dp^ dp. ' 

En differentianl les deux autres, on a de nouvelles equations qui ne different que 
par le coefficient de M. Pour que les trois valeurs soient egales, il faul qur Ton ait 

( ^_fitl^ u^U^ — ^ u — u — — — u— u — 

dp ^ dp, ^ dpi dp, ' dof dp doj dp dp,' 

or on a identiquement 

,. rfR ,, dl\ ,, rfR. ,. r/R, ,, c/R, ,- dh d\\ d\{, r/R, r/R dK dh, 

b.-z h U, -7— =r I), -J h L -J- = U -7 h L. -7- := — -; 7 j 7 7- -7— • 

dp, dp, dpi dp dp dps dpi dpi dp dp2 dp ap, 



Les equations (79) donnent done 



r/U _ dl], __ dV, 
dp ■"" dpt ■"" dp, ' 
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OU 

(d^_ rfR\ rf'R. (^[^_ ^\ d'^^ _^, 
\rfp, dpj dpdp2 \rfp» dpj dpdpi ^ 

/rfR _ rfR,\ rf»R, ^ /rfR, _ </R, V rf'R _ ^ 
\rfoj rfpj/ rip<ipi \ dp dp j'dpydpi 

/rfR. rfR,\ ^'R /rfR rfRA rf^R. _^ 

\ rfp rfp / dp^dpi Irfp, rfp, / dp dpi ~~ 

Les trois expressions sont nulles, paree qu'elles sont egales et que leur soiniiie est 

identiquement iiulle. Ainsi 

rfU _ rfU. _ rfU, _ 

rfp ~" rfp, "~ rfp, ~ 
on a (lone en integrant ces trois equations 

/rfR, _ rfR\ /rfR. _ rfR \ ,, 

\ rfp, rfp,/ \ rfp, ITpii'^ 

l(^"-^:)(f-^)=-" 

/rfR.rfR,\ /rfR rfR»\ ^^^ 
\ rfp rfp / \rfp, rfp, / 

31. 11 nous reste a trouver la forme des Ibnctions R, R,, R^ qui peuvent satis- 
faire a ces trois equations. 

Prenons la premiere de ces equations. Soit, pour abreger, 

rfpi rfpi rfpi rfpi 

notre equation deviendra 

(82) (A,-hB)(\. -H(:)r:=K. 

Donnons a p une valeur constante. K ne cliangera pas, A<| deviendra une fouotion 
de |0,, A, une fonction de p^. K est done de la forme 

K=:(B4-/l,)(G-4-A,). 

A, designant une function de jOf, h^ une fonction de (t^* Faisons une nouvelle trans- 
formation. Soit 

B -h A. ^B'. C -f- A, = C, A, - A, = V,, A. - A, -^ V, : 

I'equation (82) deviendra 

(83) (B'-f- A'J(A', H-(.:')^.K :. B'C, 
OU bien 

(84) i + iL + ,:^o. 

A, A, 



Prenons deux fois la derivee par rapport a p. B' et C ne contiennent pas cetl^ 
variable. On a donr 

et, par suite, 

dpWj dp\\\) 

A\ ne contenant pas p,, A'^ ne conteHant pfts p,, la valeur commune du rapport 
est une fonction de p, eomme nous Tavons ecrit. En integrant* on trouve 

^ = 6(p) c(p,) -h a(p,)=r: 6c, -f- a„ ^ = 6(p)c,(p,) -+■ a,(pa) = be, -h a,, 

ai, c, designant des fonctions de p^, a,, c^ des fonctioHs de p.^. 
Portons res vateurs dans Tequation (84); nous auronft 

et, comme Tequation doit etre satisfaite, quel que soit p, on aura 

V Ci -M- C'Ci :2= 6, tl.B' -I- ft,C' -1-1 = 0, 



d'oii 



«' = — ^^ — , c = 



— c. 



Oi Cx — €1, C; a, 6', — Ui Ci 

et, par suite, 

B = — /I, -f =r — -— , c = _ /i, H — _ , 

asC, — Ci^i ap, ai C2 — a^Cx a pi 

A,=:^,-h|— ^-*r*' A,:i=A, H-T T"*^ =^ V*^ ' 

oCa H- a, ap, oc, H- flr, ap, 

Mais on pent remplacer p, p,, p, par d'autres coordonnees fonctions des premieres. 

- = -p„ -=-P.' * = P' 

et nos equations prennent la forme plus simple 

rfR , bx rftt , b, 

api Pi — Pi ap, 9*-^?^ 

i 

rfR. , b, tfH, , 6, 

— a^-\ 9 -7— = a, H- 



dpi * p — p, rfp, ' Pi — p 
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Ecrivons que 

<s^pA ' Pi — pj i?pl\ ' PfpJ^ 
nous obtenons 

h doit etre une constante, car il doit etre independant de |0« et de p^. 
Des lors nous oblenons sans difficulte les valours de R, R^ R2 

(85) R~a, -4- dj — /iL(p--p,), R, =:a-4- a, — /*L(p, — p), Ra=a -4- «, — AL(p, — p.), 

et il est ais^ de voir que ces v^leurs verifient les equations (80). On deduit d^^ 
val^MTs precedeotes celles de YL, H,, Ha, par exemple 

On pent reunir la somme a •+■ a, -h aj a — L M, remplacer a par — - La, et il 
viendra 

-L>I--La — /iL(/>,-/j)-AL(/9, — jd! (p, _p)-4(p,_p)-A 

M v« 

Telle est la forme que nous adopterons. Les trois equations (78) deviennent, avec 
ces valours des H, 

i JP«i(pi — p)-4- A(^o— ^,)= o, 

(86) \ a:„(p, — p,)-i- A(j;, — j:a) = o, 

( Xu{9 — Pi)-+- A(:r,— x.) = o, 

et elles soiit compatibles, car elles ont une solution commune de la forme 

M =r-2A,(p -h rti)-* (p, -+- a. )-* (p, H- «,)-*, 
I 

A/, Ui desiguanl des conslantes quelcouques. 

On peut encore le voir en remarquant qu*un noinbre quelconque de differentia- 
tions n'introduira pas plus d'equations que d'inconnues. 

39. 11 nous reste a exprimer que les fonctions H satisfont ;aux trois e/quations (34j. 
Formons d'abord les expressions jS/^. Si Ton pose, pour abreger, 

l^n\ » _ (Q.~p.)^ ., (p -pO^ , ._IP.-P)* 

va va, v^« 

on a 






Substituons ces valeurs dans les trois equations (37), nous aurons trois equations. 
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La premiere sera 

f / x\^, x; h \ I / j:„ h \ I h a' \ 

TIKIS "^ M' ^ {o7=^9fl "^ 'TV M "^ 97^91 \V-'9^ "^ ^/ 

^ /; I M "^ M» ^ (p. - pr j "^ /: ^, M "^ p. - py/ \p. ~ p,"^ 2aJ 

I I x-i h \ / Xi ^ \ 

Od aura de ineme deux autres equations, qu'on deduira de la precedente par une 
permutation circulaire des indices, et qui ne contiendront que trois de^s derivees 
secondes a?oo, ;r^,, J722- Ajoutons la premiere etia dernierede cesdeux equations, 
et^retranehons la seconde, nous aurons une equation qui nous donnera^r^o, 

2 /x\ 2jrn. \ \ ( Xt li \ ( li a! i / x^ h ^ j h a\ \ 

Ll ^ A \ / A a\_\ h_ I h _^ 

"^ 77 \M "^p — P2J \p7-p, "^ ^/"^T; (p.- p)^"" /;(p, — p,)^ "^^J(p — pO' 

/i A A I / Xi A ' / .r, /i \ 

■^ t\(o,-pY ~ /5(p.-p.)' "^ ';(p-p7? "^ 71 V M "^ p -^. ) l;~ M "*" p.- p; ,' 

/; V l\J p, — p'\p, — p, 2rt, / t\\ M p, -ps.Mpa — p 2tf./ 

t\ \ M pi — p./ \p — pi 2tf / 

On a doncles six derivees secondes. En exprimant que 

d _d 

api c/p 

on aurait des equations entre les derivees premieres; mais la marclie a suivre parait 
impraticabie. Heureusement le ealcul se simplifie beaucoup par Tartifice suivant. 
Calculons d*abord la fonction que nous avons designee par V dans la deuxieme 
Partie ; on a ici 

D'apres les equations (86), on peul ecrire cette equation 

r. = ,77^;/;: [~ *- m - Aa(p - p. )(p, -.^^){^,^ p)]. 



rfp, rfp; d^i rfp, 
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Done on peul ecrire : 

V — — LM— A'L(p — p,)(p, — p,)(p, — p). 

Prenous maintenant la premiere et la derniere des equations (37), et multiplions- 
les respectivement par ]S,o rfp,, et /S^o dp^- On poiirra les ecrire 

Ajoutons-les, et regardons p comme line constante; nous aurons 

Integrons : 

(88) ^-1^ + ^ -/p.. ^ d„ -. ^4^ rfp, = F(p,. 

L'integrale indiquee dansrette formule peut elre determinee. On a, enettet, 

rf^.. _ ^'V / ft' h^ \ /£_ h \ d /x ^ \ 

rfp ""rfpjp, \ 2a p — pj \M p, — p/rfp, \M Pi — p/ 

_j/_/ rt;_rfv i(^_ Ji A y A»-A^ \ 

~ f/p, \ 2tf ^/p 2\M pi— P pJ — P/ (P — PO(P« — P)' 

L*equation f88) devient done 

o ) p;,-^i3;, ^^^!^!l}__i(^_ j! !l_\\ „_*i^iL_. =f(p). 

2 fl^p' 2rt f/p 2\M pi — p P2 — pl (p— Pa)(Pi — P) 

(]ette equation ne contient qu'une derivee seconde de M, a^Q. Mais ee qu'il y a de 
remarquable, c'est que si on elimine x^f^ entre cette equation et celle qui a ete 
ecrite plus haut et qui nous donne aussi x^^^, toutes les derivees premieres s'eli- 
minent en meme temps, et il resle Tequation de condition 

^L ' (?-pi){p-p2) ?•«' \p.-p p»-p/ (p'-p)* (pi-p)U 

^ I "^ '{ L a«. \P.* — P-"^P. -P/ (P»-Pi)''*"(p«-P)''^(pi'— P)(P.— pi)J 

"^7=|_ 2fl, \p. — p p.— pJ ip—p^y (p^ — piY (p> — p)(pa — p«)J^^" 

/innaies scientifiques de i'icole Kormale superieure. Tome HI. I Q 
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33. II faiit done troiiver des fonctions 

«(p)» «.(?.)» «t(pO. F(p)» 

et uiie coiistante h rendant cette equation identique. 

Posons 

P= — p- A'(p — p.). 
e( |)ar snile, 

Pi — pi — (/« + i)(p — pi). 
on M 

^^-rt,(p,)(p,-p)-'*=rt,(p,)(o-p, )-»*/,-'*, 

I 

^=«,(p,)(p-p,)-'^ 

Portons ces expressions dans I'equalion (<)<)j. «t supprimons le facteur comniun 
'/5 — /S| )"•"', nous aurons 



;-/. - 



.)-«(P)LKpK^:,p,-), ,, p,z7-(.'-^-) ^ -(7=p;)' J 

(9.). +.,(p,)/--L.^/,^-^ 



p-p, (A +,)»(p-p.)' (P.-P)' 

r <^ A _i_ A - h' 

"-■^p'' L -Art, x{7r+7) p - p, ^ /,Mp - p.r 

^■'(p - p."y^ "' '(h~TY(r^ pV)= "^^ /. (/. + i)(p - p,)'J 

Multipliuns par (p — p,)' et faisons tendre p, vers p. Si A reste tini, coiiune nous 
lesupposons, p^ tendra vers p, et I'cquation prcccdente se reduira a I'equation 

,., I ^/.-[--^1-^.^,.^/,-/....-^|mp;. 

et celte equation doit etre satisfaite quels que soieni k et p. 

(^onsiderons d'abord le cas oil aA < 2; dans eelte hypothesele coetticieni de la 

plus haute puissance negative de-, — ., sera, dans la precedente equation. 
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Ce coefficient doit s'anniiler pour A: =r — r. On a done 

de menie, 
et par suite, 

(— l)^'- I, «(pj— ri,(p)r^tf,(p). 

Ainsi les trois fonctions sonl tgales. On peul done l(*s supprinier dans I'equa- 
tion (92), et Ton aura une relation entre h el k cjui devra elre satisfaile (|uel que 
soit k, 

--(, -^ /i,-.. _^. .__ ^ A _ A. ^ _ ___ ^ ^^^^^ 

^k^h' h ll^ 



h' (**-4-i)- /.(A' -hi) 



- - -^ (». 



I I 



Developpons (\ -4- k)"^'* suivant les puissances de k. Les termes en j-y r; disparai- 
tront, et en faisant ^ = o on trouvera 

-- oh -it-&h} — ^h' — h{ih -4- i)(/i — i)'=ro. 

Gomme nous avons suppose A< i, la seule valeur acceptable est A = - -; ct en 

effet, pour A = ? Tequation [9'^) est identiquement veritiee. 

34. Discutona d'abord le cas oil Ton a A = A bus nous hvous la forme (T^, 



II ^ v^(p — P>_)[p_-~p») ^ Yi, - v^(P'""P')tp. — pj, 11^ V (P»- P)(P» .Z lP'J. 
Mvfl(pj Mv^(p) M\Vi(po) 

Tout revient a determiner M et a (p). Remplagons dans Tequation (90) h par sa 
valeur Nous aurons 

'''^^ ~ ^'^ L(p~p,j(p.-p") ~ ^ \^r^ "^ r:r^"p/ "" ip^^pT "" fpT^P "^ ^ ^^U 

/ X I ^'1 / ' ' \ ' 4 4 

-f- tfi (p — p3j I -,— I H J H -h 

L4«. \P» — p. 9^ — 9f 2(p, -p,)' (9y — 9)'' (9^ — 9){9^ — 9^) 

-^.,(p._p) ;?1(-^ ^_^\ 4 ^^_^^ !__..„ L,.,. 

L4«> \p«—p 9^ — 9^! (9'-9'^y {9-^—9^)" (pJ— P)(p:—Pt)j 

19. 



6 r^' ^ 

7 t(P' — P')(P' — p)-l- j(5p, — ?.p — 3p,) 



=: O, 
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Multiplions le premier membre par [p^ — pY [p^ — p^Y et prenons la derivee 
sixifeme par rapport a p^. II viendra 

ill 
ou, en developpant, 

d'a. ,,d^ay- . d^at 5pt — -20 — 3p2 

rf^(P>-p.)(p.-p)-^6-^- (p,-hp-:>.p.) + ^ ^- -o, 

equation qui doit etre satisfaite quels que soient p, p2- On a donr 

-^ = 0, a(:r) = A -4- B:r -+- Cx* -4- Do:' -f- Er^ -f- \Vx\ 
dp* 

Ainsi, la tbnction a {x) doit etre un polynome du cinquienie degre au plus. Or. 
le systeme que nous avons considere dans la premiere Partie donne un polynome 
du einquicme degre quelconque. Ainsi, les seuls systemes qui correspondent au 

cas de A = sont ceux que nous avons deja etudies. 

On pent objecter a ce raisonnement que les equations pourraient donner plu- 
sieurs valeurs pour la fonction M que nous n*avons pas encore determinee. Si 
cela a lieu, ou aura deux valeurs de M : M', M", deux expressions de ds^ : ds'^, ds''^^ 
et il viendra 

Dans le premier systeme, a des coordonnecs p, pi, jo^ correspond un point; dans 
le deuxieme systeme, aux memes coordonnees repond un autre point. II resulte 
de la un mode de transfonnation dans lequel un point repond a un point. Mais, 
puisque d'apres Tequation precedente dsf^ est toujours proporlionnel a cfe"*, on voit 
que dans ce mode de transformation les angles ne sont pas alteres. Or, nous savons 
qu'il n*existe ({u'un pareil mode de Iransrormation, la transformation par rayons 
vecteurs reciproques. Ainsi, il ne pent exister que deux valeurs differentes pour M, 
justement celles que nous avons Irouvees dans la premiere Partie au n^ 4. 

35. Nous avons suppose A < 1 : considerons maintenant les deux cas A = 1, 
h > \. Prenons d'abord h= \ : Tequation (92) nous donne 



«(p)— «i(p) — ««(p) = o; 

«i(p) —a,(p) — a [p) = o, 
a,{p) — a{p) — flr,(p)=-o, 



On doit done avoir 
de meme, 

ce qui donne 

a(p) = a,{p) = a,{p)=:o. 

Ces valeurs sont inadmissibles. Done h ne pent etre egal a 1 . 
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Soil maintenant A > i; lorsque dans requation (gu) on fera ife = — i, le coef- 
ticient de ( yr ~ ) devra etre nul, car on a 2A > q, et par suite , ' ^^ est la 
plus grande puissance negative. On aura done 

2/1'— 3A='-f- ?7i — aA^ = o, (a//* — 5A -h 2) A = 0, A = 2, A = -, A -^ o. 

2 

Comme h doit etre plus grand que i, prenons A = 2. 
[/equation (92) se reduira a 

it{p) -h a,(p) -h a,(p) = o. 

En remontant a Tequation (90) et faisant successivement 

p = pi, P = p»* pi = pa, 

on trouve 

et Ton retrouve Tequation 

<i(p) -f-«,(p,)-f-a,(p,)= o, 
ce qui exige 

<; -f- r, -f- c'j = o, 

6', 6*4, 6*2 designant Irois constantes. 

II est inutile de continuer les calculs, car les quanlites c, c^, c.^ se trouvant sous 
des radicaux, une au moins des valeurs de H. H|, H3 donnees par la formule (85 bis) 
serait imaginaire, les constantes c, C(, c, ne pouvant avoir le nienie signe. 

Ainsi. le seul systeme pour lequel cliaque surface puisse etre divisee en carres 
infiniment petits par ses lignes de courbure est le systeme, etudie dans la pre- 
miere Partie, des surfaces du qualrieme ordre, systeme qui comprend comme cas 
particulicr le systeme des surfaces du second (unlre. 

(le resultat pent meme fournir une demonstration du tlieoreme de M. Lame; car 
on n'a plus qu*a chercher dans quel cas particulier le systeme des suriaces du qua- 
trieme ordre devienl isotlierme, et on trouve sans difiiculte que c'est dans le cas 
oil le systeme se reduit au systeme des surfaces du second degre. 
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§ I- 

1. Tons les geomiMres ronnaissent les belles recheirhes de (laueliy el tie Jacobi 
sur rinlej^ration des equations aux derivees partielles dii premier ordre; les ine- 
thodes remanjuables au\(|uelles ees illiislres savants ont ete conduits resolvent la 
(|ue-iion |)roi}osee de la maniere la plus generale, et il semble qu'il n'v ait plus 
rien a ajouler \\ Tanalyse qu'ils ont developpee. 

'^'pendant la luetbode de Jaeobi et celle <le (laueby laissent subsisler mie dif'fi- 
iuhe i|ue nion savant conlVere et ami M. Bertrand a sij^nalee le premier irorr 
I. XLV des Compies rendus des seances de r Academie des Sciences, p. r)i7 , «»t qui 
risi'.lle '!(• re (pie le pn)eede de demonstration employe cesse d'etre admissible lors- 
^;n' tne rerlaine qnantite qui s'introduit dans les raleuls devient infinie ou indeter- 
mi ee. Or. ainsi que I'a fait remarquer jM. Bertrand, cetle eireonslaneo se ;>r(»sente 
da!]s le cas le ph's general, el non pas seulement dans queb|ues eas exrepium- 
nels. !*cnelre de la valeiir de oette objection, jM. (.)ssian Bonnet a eherelie a s'af- 
I'rai thir yWs difticnltis en (|ijesti()n, et il a I'ait connaitre one demonstratioi! -eomt'- 
Irio'ie <ii; ibeori'ine de Jaeobi pour leeast)ii le nt)mbre <les variables indep* .ni :nu ^• 
M* i ';inil il deux it. XLV des Com/zles rendus de I' Academic des Sciences, p. .ri . . 

;:ais le iiivail de M. Bonnet i.e jette aiieone Uuniere sur la portec verilaide le 
• oi)jertinn formnlee [)ar M. Beitrisnd. hupieile subsiste dans son entiei*. 

•)a!is les cxplicjiJions qui \)[\[ siiivn;, je prenilrai de prelerenee, pour poiii! Jc 
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depart, h methode au developpement de laquelle Cauchy a consaere la premiere 
partie de son Memoire [Exercices d' Analyse et de Physique mathematique , t. II, 
p. t238), et je traiterai d*abord le cas simple de deux variables independantes. 
2. Soil 

(i) F(^, ,-, z,p,q)=io 

Tequation proposee, dans laquelle z desigiie une fonction inconnue des deux va- 
riables independantes x et v et o\\ p et q representent les derivoes partielles de z 
par rapport a a? et a v respeclivement. Pour fichever de determiner la fonction 
inconnue z^ nous supposerons qu'elle soit assujettie a se reduire, pour a? = x^, a 
une fonclion donnee mais arbitraire/fj) de v: dans la meme hypothese, on aura 






La methode de Cauchy, fondee, comme celle d'Ampere, sur Ic changement de 
Tune des variables independantes, ramene Ic probleme propose au suivant : 

Trouver quatre fonctions y, z, pi q des deux variables independantes x et Vo qui 
satisfassent generalement aux deux equations 

i (iz = pdx -+- qdy, 

(2) 

/ Y(x,y,Zy p,q)=zo, 

et qui, pour x = x^, se r^duisent respectivement a y^, Zq, /^o* 9o • 
Nous faisons, pour abreger. 

(3) ^u=/(v.), q.=f(y.\ 

et nous designons par p^ une quantite determinee par Tequation 

(4) FfjTo, ,)•,• 2g, p., 7q) = O. 

Ce changement de variables conduit, pour la determination des quatre incon- 
nues, a quatre equations simullanees aux dcrivees partielles; mais, parce que ces 
equations ne renferment point la variable j„, elles doivent etre traitees comme 
des equations difTerenlielles ordinaires, et si Ton designe par 

\dx -+- \dy -+- Tdz -+- Vdp -f- (^dq 

la difTerentielle totale du premier membre de Tequation (1), on pent les com- 
prendre dans la formule unique 

, - . dx dy dz — dp _ — dq 



r 
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On doit remarquer que Tune de ces equations est une consequence du systemo 
forme par les trois autres et par Vequation (i). 

Au moyen des Equations (5), on peut en general trouver des valeurs finies et 
determinees de y, z, p, q, qui se reduisent respectivement k ^v^, z^, p^^ q^ pour 
X = Xf,; soient 

(o) { 

P ==/s (^> Tt> -»•» Pi> ?• )• 

q=fi{^yr*y^»fP**9*h 

ces valeurs. Si Ton elimine j«, z^, p^, q^ entre les deux premieres equations de 
ce systeme et les Equations (3) et (4)» on obtiendra la valeur demandee de Tin- 
connue z. 

Telle est, en resume, la methode donnee par Cauchy; mais Tanalyse qui y con- 
duit exige que les valeurs Aty^ z^ p^ q, tirees des equations (6), rendent identique 
Tequation 

dz dy 

Pour etablir que cette circonstance a toujours lieu, Cauchy pose 

dz dy - 

et ii obtient Tequation 

dans laquelle nous supposons que y^ z^ /?, q soient remplacees par leurs valeurs 
tirees des formules (6). En integrant cette equation on trouve 



^°n=-r,l''''' 



d'oii 

I = I.e '• 

Iq designant ia valeur que prend I pour x = ae^; et commc on a evidcmincnl 

Io = O. 

on en conclut generalement 

l = o. 

f/objection que nous avons a discuter consiste done en cc que la conclusion de 

Jnnales icUntifiques de ttcole Normale superieure. Tome III. 20 
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Caucliy n'est plus admissible lorsque Tintegrale I ^dx cesse d'avoip une valeur 

tinie et determince. Cette circonstance pourra se presenter et se pr^sentera effec- 
tivenieDt, si I'on attribue une forme determinee convenable a la foDction/(j) 
qui exprime la valeur de z dans rhypoth^se x = Xq\ mais je dis que : 

] ^ dx cesse d'avoir une valeur finie et determince pour une cer- 

taine forme de la/onction /{y)f les formules (6) denennent iUusoires et cessent de 
fournir la solution du probleme proposd; celle-ci est donnee, dans ce cos, par Vin-^ 
tigrale complite de Lagrange qui accompagne Vintigrale gindrale. 

3. Gonsiderons toujours z^ comme une fonction indeterminee de y^ et sup- 
posons que p^ ait 6te remplaee partout par sa valeur tiree de I'equation (4)* Alors 
il est facile de voir que les expressions (6) de j et de z contiendront Tune et 
I'autre q^, ou qu'elles seront toutes deux independantes de cette deriv^e. Ce der- 
nier cas ne pent ^videmment se presenter que si Tequation proposee (i) est lineaire 
par rapport aux derivees/? et y; il ne saurait ofTrir en consequence aucune difii- 
culle, et nous en ferons ici abstraction. Cela pose, si Ton d^signe par 

(7) V=o 

Tequation obtenue par Telimination de ^^ entre les deux premieres equations (6), 
les quatre equations qui composent ce systeme (6) pourront etre remplac^es par . 
les quatre suivantes : 

/QX ,, rfV rfV 

(8) V = o, -^q.- = o, 

d\ dV dV rfV 

Ce theoreme est bien connu, et pour Tetablir il suffit de prendre la differen- 
tielle totale de {'equation (7) 011/ et z sont fonctions de x et dey^, Zq dey^ seule. 
Apres avoir remplaee dans cette differentielle dz^ par ^o^o* ^^ \^2lT pdx -f- qdy, 
et dy par sa valeur tiree de la premiere Equation (6), il faudra egaler a zero les 
coefficients de dx et de dy^^ et I'on obtiendra deux equations qui devront etre 
identiques en vertu des equations (6). L'une de ces deux equations contiendra 

necessairement la derivee-T^> et Tidentit^ dont nous venons de parler ne pourra 

avoir lieu que si le coefficient de -j^ s'annule. L'equation oil figure cette derivee 

se decompose ainsi en deux autres, et Ton obtient de cette manifere les trois equa- 
tions qui, avec Tequation (7), constituent les deux systemes (8) et (9). 
Pour reconstruire I'equation proposee (i), il suffit evidemment d'eliminer y^ 
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et Zq eiitre les equatioDS (7) et (9); d'oii il suit que la seule equation (7) salis- 
fait a Tequation (i)» si i'on y regarde yo et Zq comme deux constantes arbitraires; 
puisque les valeurs de p etde q que Ton en tirera dans cetle hypothcse seront les 
mdmes que celles obtenues dans Thypothese oil jo ct z^ sont variables et assujetties 
a la deuxieme equation (8). Cette solution particulierc qui accompagne toujours 
uae forme determinee de I'integrale geu6rale est ce que Lagrange a nomme une 
integrale complete; nous allons voir dans quel cas elle pent nous donner la solu- 
tion du probleme propose. 

' 5 ^ en fonclion des 

quantites de Tintegrale. Pour ccia, je supposerai, en vue d'abreger, que Ton ait. 
r^solu Tequation (7) par rapport a z et que Ton en ait tire la valeur 2 = M, 
M etant une fonction donnee de x, y, yo, z^ qui se reduit k z^ pour x = Xo et 
y=yo. Les equations (8) et (9) seront plus simplement 

(,o) • z = M, _+5._ = o. 

rfM rfM 

On pent obtenir la valeur de )a diff^rentielle totale d¥ du premier niembre de 
Tequation (i), en ajoutant la difTerentielle de la premiere equation (lo) et celles 
des equations (i i), apres les avoir multipliees par des facteurs eonvenables X, |x, v, 
propres a faire disparaitre dy^ et dz^. On a done 

rfF = f X — -f- — 4- V ^^\ dx 
\ dx ^ dx^ dxdyj 

^ /. rfM rf'M rf*M\ , ., , . 

les facteurs X, fx, v devant satisfaire aux deux equations 

dy. ^ dxdy^ dydy. "~ ' 

^m d'M ^ d'M _^ 

dz. ^ dxdz. djrdz^ "" ' 

et, par suite, la valeur de — p sera 

c/>M d^yL d^M d'M 



^Z _^ X dxdjTt dydz^ dxdz^ dydy^ 

P"""^*" rfM rf^M rfM rf'M 

dy. dydz. dz. dydy. 

20. 
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Pour eiTectuer Tint^gration de la difT^reDtielle — p dx, il n'est pas necessaire de 

remplacer, dans I*expression precedente, y par sa valeur tiree de la seconde equa- 
tion (lo); on evite efTectivement cette elimination en proc^dant coinme il suit : 
on peut ecrire 

rf»M /rfM rf'M _ rfM d'^VL \ . rf'M i dVi rf'M _ rfM i/*M \ ^^ 

Z , dydz^\dz. dxdy^ dy^ dxdz^j dxdz\dy^ dydz. dz^ dydz^) 

~ V dWJdW~dMi rfM d«M \ 

dzt 



/ dM rf^M rfM rf»M \ 

Vrf/o rf/rf^o rf«. rfr^rJ 



car les termes introduits dans le numerateur de cette expression se d^truisent niu- 
tuellement. Cela pose» en differeotiant la deuxieme equation (fo), savoir : 






+ q, = o, 



dans I'hypothese oil / est fonction de x seule, on trouve 

/rfM rf'M _ rfM rf'M \ j^ _ /rfM rf'M _ rfM rf'M \ j , 
\dz, dxdy, df, dxdzj \dy, dydz, dz, dydyj 

Z 

au moyen de quoi Texpression precedente de — = rfla? peut s'^crire 

,, rfM ., rfM 

Z^ ^^rf^ . ^^^ ^. dM 

Comme la quantite M doit se reduire ^ z^ quand on fait a? = 07^,, 7 = ^q, il est clair 
que^se reduira, dans la meme hypothese, k I'unite, et Ton aura, en integrant 
■'equation (i3), 

(.4) -JCp*= = ">«9K- 

Telle est I'expression generale de I'integrale que nous avons a considerer. 

5. D'apres ce resultat, I'integrale / pdw na peut devenir infinie que si Ton 

attribue a la fonction /(j^) une valeur telle, que la d6rivee -7— devienne nuUe ou 

uZ^ 

infinie, apres la substitution de la valeur de/ tiree de la deuxieme equation (10} ; 
mais il est evident que cette derniere equation devient alors illusoire, c'est-a-dire 
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qu'on n'en saurait tirer pour/ une valeur finie et determinee se reduisant a y^ 
pour x = Xq\ puisque I'hypothfese x =i x^^ y = y^ doit, par les conditions du pro- 

blfefne» reduire^ k I'unite. 
Mais de ce que I'^quation 

est improprc a fournir une valeur determinee de y qui se reduise a jo pour 

x=zx^^ on doit conclure generalement que l*hypothese x = x^ fait disparaitrey 

de son premier membre, et comme d'ailleurs cette equation est satisfaite par la 

double hypothese a? = a?o,/=j'^j, il s'ensuit qu'elle a lieu identiquement, quel 

que soit 7, quand on suppose x = x^. On voit enfin que si Ton fait x-=i x^ dans 

r^quation 

z — M = o, 

le premier membre ne contiendra pas/^, puisque sa derivee relative a/o ^^^ iden- 
tiquement nulle; et parce que cette equation est satisfaite quand on pose y = y^, 
z = Zq =/(j'j,), elle donnera generalement 

z =f{r)' 

Ainsi, en resume, dans le cas que nous considerons, oil les formules generales (loj 
deviennent illusoires, la solution du probleme tel qu'il a et^ pos^ est donnee par 
Fintegrale complete qui accompagne Tint^ale generate, c*est-Mire par la pre- 
miere equation (lo). 

6. Pour donner un exemple de Tanalyse qui precede, je considererai Tcquation 
dans laquelle a designe une constante donnee; on a ici 



P. -^, = ^, Pp^Qqr^pqy, \-hZp- -p\ Y ^ Zq 



- o. 



et 



les Equations (5) sont alors 



P" aq' 



— pdx qdy dz dp __ dq 

oq '"^z " pqy- ■" p« "^ 6 



— ■» 
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et Ton en tire sans difficulte les formules suivantes : 

(•7) P"^ /, ,,^* , =,^ ? = ?•• 

qui sont, pour ce cas parlicuKery les integrales generates (6). On a ensuite 



X.) 



(.8) -rgrf^=iog T'''^\ 

Jx^ ' v(-2«— ?•/•)-+- 2«?«(^ — 

cette integrate devient infinie quel que soit x^ si Ton a 

z.-q,r, = o ou ^=-, 
c'est-a-dire 

a etant une constante arbitraire. Mais en employant cette valeur de Zo» nos for- 
mules devieunent illusoires, car elles donnent, pour j et pour z^ les valeurs 

qui sont independantes dey^. 

Si Ton elimine q^ entre les equations (i6) pour former I'equation z = M» on 
trouve 



on verifie aisement que Tequation 

dyi dVL 

djr^ ^ dz. 

donne la valeur de y fournie par la premiere equation (i6), et qu'apres la substi- 
tution de cette valeur on a 

dM __^? ~"J?0^_ 

ce qui est conforme aux resultats generaux obtenus plus haut. 
Enfin, si Ton prend /{y) =ayf et, par consequent, Zo = a^o» « ^^ant une 



m 
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coDStante arbitraire, Tequation (19] devient 



Si Ton cousiderej'o ^t a comme deux constantes arbitraires, Tequation (20) satis- 
fera ^ Tequation aux derivees partielles (i5) ; d'ailleurs elle se reduit h z = ocy 
pour x=z x^; elle donne dooc la solution du probleine propose. 



§ n. 

7. Les resultats qui pr^cfedent peuvent etre etendus k toutes les equations 
aux derivees partielles du premier ordre, quel que soit le nombre des variables 
Independantes. Cest ce que je vais etablir ici, en modiBant, pour la clarte de 
Fexposition, les notations dont j'ai precedemment fait usage. 

Soit X une fonction des n variables independantes j?,, ara,.*-* ^n ^'t posons 

rfjP =r p^ dXt ■+• pi dXi -h • ■ ' -^ pn dx^ y 

si F {x^ a?,, J72,..,, Xn, Pi, P2»»'» Pn) dcsiguo une fonction donnee des 2/1+ 1 
vanai/ies x^ x ^ , **^29 * * * * *^nf Pi 9 Pi^ * * * t Pnf 

(l) ¥{XyXty ^5,.. ' 9 ^n$ P\j Pj9 • • • jPn) =^0 

sera le type general des equations aux derivees partielles du premier ordre. 

La fonction inconnue x n'est pas determinee completement par la condition 
de satisfaire a Tequation (i), mais elle le devient en general si on Tassujettit en 
outre k se reduire a une fonction donnee 

^ ~-J \^\9 •^i9 • • ' 9 ^n—\] 

des n — c variables a?i , a-j,..., x„^i lorsqu'on attribue aa:„ la valeur particuliere £„; 
alors si Ton pose 

rf^ = CJi dXi -f- CJj dXi -+-,..+ XSm-t dXn-\9 

on aura en meme temps 

P\ = Wi> pi ^= W79 ■ • •> Pn-~\ ^^ CJn— |. 

La metbode de Caucby suppose le problfemc pose comme nous venons de le 
faire et elle le ramene au suivant : 
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Trouver *in fonctiofis x^ a?<, x^y...y oc^^^y p,, pa,..-, Pn ^ ^ variables indSpen" 
dantes x„y ?i, Sa,..., l^-i qui satis/assent gSneralement aux deux equations 

!dx = Pi dxx -+- />! dXi H- . . . H- pndxnt 
¥[Xt XlyXiy. . .y X^f />! , ^3, • • • , /?JI ) = O, 

et quiy pour a?„ = §^, 56 rdduisent respectwement a 

Les t'onctions ^ et gti, cTa,..., c^^-i sont definies par les equations 

entin xsn est une quantite determiDee par I'equation 

Ce changcment de variables conduit, pour la determination des in inconnues, 
a 2n equations simultanees aux d^riv^es partielles; mais ces Equations ne renfer- 
ment point les variables independantes ^i, §2«*--« ^h-m 6t en consequence elles 
doivent etre traitees comme des equations diflerentielles ordinaires. On pent les 
romprendrc dans la formule^suivante : 

^. dxx dxi dxtt dx — dpx — dp^ 

en designant par 

X.rfx, + Xjrfj;,-!- . . -+- X*rfj;,-+- Xrfj:-f- Pirfpi -+- Pjdjp, H- . . . -^ P«d|pn 

la diflerentielle totale dl^ du premier membra de I'equation (i). U faut remarquer 
que r^uation (i) peut suppleer Tune des Equations comprises dans la formula (5). 
Au moycn des equations (5) on peut en general trouver des valaurs finies et 
determinees de a;,, jCafM ^«-i. •3C,/?i,./>2,.,., p« qui se reduisent respectivement 
a ?,, Saf'f ?/i-M ?» cr,, cTa,..., w„ pour;r^ = ?„ : soient 

, «^1 ^^ 9' (**'»» 5i>»««> &i— 1> S» ^•••••» ^n)* 

(d) / ^ 

j Pn— 1^=^ Y"-*' (^«» 4i>"»> &»— >» 4» CJ|,..., BJh), 

ces valeurs. Si Ton elimine les variables £|,..., ?/,-if §» c^m ••» «^/t entre les n pre- 
mieres equations de ce systeme, en faisant usage des equations (3) et (4)« on ob- 
tiendra la solution cherchee da Tequation (i). 

Mais cctte analyse exige que les valeurs de a?o ^2>«.«. ^«-m ^> lirees des equa- 
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tions (6), verifient levS n — i equations qu'on deduit de la suivante, 

en donnant a i loutes les valeurs i, 2, 3,..., (/i — i). Pour etablir que cette circon- 
stanee a toujours lieu, il sufTit de poser 

dx _ dxx dxn-x ,„ 

et Ton obtient facilement Tequation 



P.g^XT, = o. 



qui donne, par Tinlegration, 



X-^n X 

0,- designant la valeur que prend T, pour a7„ = S„; et comme on a evidemment 
©^ = o, on en conclut genoralement T/ = o. 

Toutefois la conclusion precedente n'est plus admissible, comme nous I'avons 

^ djCn cesse d'avoir une valeur tinie et 

determinee, et cette circonstance se presentera en general, si Ton attribue une 
forme determinee convenable a la fonction /(ic,, r.^,..., Jt„_, ; qui exprime la 
valeur de x dans Thypothese avi = %n\ inais je dis que : 

U" dx,t cesse d^ avoir une valeur finie et determinee pour une 

certaine forme de la fonction f[x ^^ .ta,..., x„_^), lesformules (6 J deviennent illusoires 
et cessent defoumir la solution du probleme propose ; celle-ci est donnee^ dans ce cos, 
par tune des integrates subsidiaires qui accompagnent chaque forme de tintdgrale 
gene rale. 

8. Considerons toujours la {onc[lou/{x^,XJ,,..,JCn-.^} comme indelerminee et 
supposons que Ton ait j)artoul remplace w„ par sa valeur tiree de Tequation (4). 
Alors les expressions de ^r,, d?2,..., ^„_i, x, fournies par les n premieres equa- 
tions (6;, ne renfermeront plus que n— i quanlites m, et il pourra se presenter 
deux cas. Ou bien Ton pourra tirer de n — i de ces equations les valeurs de 
nr,, ts^f..,, cr„_, exprimees en fonction de x, cr,, x^,..., x„^ £, c,,..., c„_,, et en les 
portant dans la /i'^'"'', on aura une equation ne renfermant aucune des quantitesw. 
Ou bien les /^ premieres equations (6) permettront seulement d'exprimer /i — fz 
des quantites tiu,, ©a,..., o„-i en fonclion des ix — i autres, (i etant > i, et, dans 

ytnnaiis sdentifiques de I'Ecole Normale superifure. Tome HI. 2 I 
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ce cas, les memes equations (6) fourniront en outre, par relitnihaffifon, inequa- 
tions entre les seules variables x, ^,, x.. x„, S, £,,..., ?,i-|. On voit facilemeni 

que le cas de ,a = /i ne peut se presenter que si Tequation proposee (i ) est lineaire 
par rapport aux derivees. 

Examirtons d'abord le premier eas, dans lequd les equatioiVS (6) ne peuveiif 
donner qu'une equation unique 

(7) V(jc,jr,,a:„. .., j:„ g, $,,. . .,5„_,)r=o, o» V = o, 

entre les seules variables a;, x^,..,, S, ^, Dans ce cas, le determinant 



Drr: 



dox 
dvsx 


d Ot 
dxsx 


do„-i 

1 

dwx 


d Ox 
dwi 


doi 


d(pn-t 

dmt 


^9. 


1 


d 9«_, 



est different de zero, et ii en est de nieme des determinants D,, D^,..., D„«, que 
Ton deduit de D en rempla^ant successivement 9,, faf* 9«-i P^^r <f. 

Si Ton prend la differentielle totale de Tequation (7), qu'on y remplace cLr 
par /), r/r , -4- pi dx,, -f . . -f- /?,, dx„y rf| par C7^ rfS, -h rs^ dc^ -f- . . . -f- ct^-i rfc„_, et 
dx^y dx^^..., dx„^^ par les valeurs tirees des equations (6), il faudra egaler a zero 
les coefficients des differentielles restantes, et Ton aura ainsi 



i ds rfV\ 'v'/^^ r/V\ dt»i 

\dx, '^f'" dx) '^'2^ \ dxi^f^' dx) dxn 



avec n — i autres equations qui se deduisent de la suivante : 



rfV V* /^^ ''^'\ {d<^i d^i doi drsx d'^i dxsn-\\ _ 

y-ji -^Zyd^.^p^dx) \if[j^'^^'di'^d^x'd%'^' "^d^x 'diji'"''' 



en donnant ay les valeurs 1, :2,..., (n — ij. 

Comme cette derniere equation doit devenir identique en vertu des equations (6j 
el que celles-ci ne renferment pas les derivees des fonctions w,, ©2-- •» ^w- 1» ^^^ 
derivees devront disparaiire d'elles-memes; Tequation precedente se decomposera 
done en n autres dont Tune sera 



d\ d\ ^ idW d\\ /dcpi doA 
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et dont les /I — f outres s'obtiendront en donnant ay les valeufB i, 2,..., (n — i) 



dans la suivante 



1=1 



rfcp, 



En outre, comme le determinant D forme avec les derivees -7^- est different de 
zero, on aura 

pour les valeurs i, a,..., f/i — ij de 1; eufin, a cause des formules pr^cedentes, 
la meme equation aura lieu egalement pour i = n, et Ton aura aussi 

(9) rfry^'^^Tf^^' 

pour toutes les valeurs i, 2,..., (n — c) dey. 

II resulte de la que les n equations (7) et (9) peuvent remplacer les n premieres 
equations du systeme (6j et que les equations (8) sont elles-memes equivalentes 
aux n dernieres equations (6). 

" w ^1' ^" fonrtion des 

derivees de V. Pour cela, supposons qu'on ait resolu Tequation (7^ par rapport 
a a? et qu'on en ait tire la valeur <r = M, M etant une fonction donnee de ;r,. 
j?2,..., x„ ,, ^, ^,, Sa,..., £«-! ; les equations ^7) et (c^) seront plus simplement 

i 10) .r "-- M, -p- — h rr?y —j^ — o, 



./?, "'' di 



et Ton aura 






On pt'ul obleuir la dilTereiiliclle totale d¥ du premier mcmbre de Tequaliou (ij, 
en ajoutant h differenlielle do la premiere equation (10 j et celle des equations (1 1,, 
apres Irs avirir mnhipliees par des farteurs X, X, propres a faire disparaitre r/£, 
rfc,,..., (lB,t-\' On a done 



(i:>. ) d¥ 



I ft W~ in 'I l=fi 

/ -I L i ' J «=* 



^I . 
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les facteurs X, X, devant satisfaire a n equations dont Tune est 



1=1 

et dont les /I — I aulres se deduisent de la suivante : 

1=1 
en donnant ay les valeurs i , 2, 3,..., [n — i). D'apres cela on a par la formule ( 12) 

(l5) — i« flf:P„r= — — rfj;„, 

et il ne reste plus qu'a exprimer le rapport y- en fonetion de x^ et des varia- 

bles auxiliaires ^, ^|.... 

Si Ton ajouteles equations (i3) et (i4) apres avoir multiplie la premiere par wy, 
on aura, a cause de la seconde equation (10), 



1=11 



i=l 

cette equation (16} ticnt lieu de /i — i equations distinctes, et il est evident que 
celles-ci sont satisfaites en posant 

rfj?i, dx^,...^ ^ii-i etant les differentielles de x^^ j?a,..., a;„_, considerees comme 
des fonctions de x^ definies par les /i — i equations (9). L'equation (iT) ■ devient 
alors 

et Tequation (i3) donne ensuite 

par consequent 

a log 



X . ^ ^ dl , ., rfM 



1=1 
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enfin on aura par I'integration 






. 1 rfM 



car, M se reduisant a ? pour a?, = $4,..,, ^« = S^,, -^ doit se reduire a ('unite, 
dans la meme hypothese. 

^ dxn ne pent cesser d'etre finie et deter- 

minee que si Ton attribue a la fonction/(a:,, 072,..., ^«-i) une forme telle, que la 
derivee -^deviennenulle, infinie ou indeterminec apres la substitution desvaleurs 

de J?,, j:,,..., a7„_, tirees des equations (9). Mais alors il est evident que Ton ne 

saurait tirer de ces dernieres equations des valeurs determinees de x^, x^ 

Xn-^ se reduisant respectiveiuent a 5,, §j,..., S„_, pour.T„=?„, puisque I'hypo- 

these a?, = I,, j?2 = ?2>--»^/i= ?*• doit reduire-^ al'unite. Les form ules general es 

deviennent done necessairement illusoires, et la solution du probleme propose ne 
pent etre fournie que par Tune des integrates subsidiaires qui accompagnent 
rintegrale generale. 

La seule equation a; = M satisfait evidemment a I'equation proposee (ij, si Ton 
y regarde ?,, ?3,..., ?;,_, et par suite S =/(S,, |2t»--f ?«-i) comme des constantes 
arbitraires; elle constitue une integrale compliie. Dans I'integrale generale les 
quantites ^, c,,... sont toutes variables, mais la differegtielle de requationa7= M 
reste la meme que dans le cas de ^,, £2'--- constantes. On voit facilement que Tin- 
tegrale complete pent reproduire non-seulement I'integrale generale, mais plu- 
sieurs autres integrales subsidiaires moins etendues que celles-ci et qui, de meme 
que I'integrale complete, ne sauraient etre comprises dans I'integrale generale. II 
est evident, en effet, que si Ton considere /i— i — /x des quantites §, par exemple 
?xH-i' ?a-4-2»--» ?«-«' comme des fonctions arbitraires desfx autres, savoir ^1, ^2,..., 
S , on saiisfera a I'equation proposee par un systeme de fjn- i equations dont Tune 
sera 

(17) ^=:M 

et dont les /jl autres se dcduironi de la suivante 

, Q, /rfM rfM\ '^V<^M in\\d\. 

\dli (i\] ^\dij 'dlJdli 

1=11+1 

en donnant a / les valeurs 1, sk,..., jul. 

Cela pose, si les equations (9) sont impropres h fournir des valeurs de a;,. 
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x^ a?„_, qui se reduisent respectivement a ^,, ?2»«-«5 ?w-i ppurfr„=|„, il est 

evident (jue Thypothese .r„ = |„ fera renlrer quelques-unes de ces equations dans 
le systeme des autres, et il en resultera une ou plusieurs equations identiques, 
puisque les equations (9) sont toutes verifiees quand on pose x^ = §1, .r2 = ?j,.... 






II peut arriver que Thypothese ic„= c„ transforme ainsi toutes les equations(9) 

en identites; dans eo cas, toules les auxiliaires ?,, z^ £;,«, disparaissent de 

{'equation (17) quand on y fait a?„ = ?/,, puisque les derivees de M par rapport a 

I,, ^2 ?«-i "^^nt alors nullcs; et, comme eelle equation est satisfaite quand on 

pose simultanemenl ./•,=^,,..., Xn = ^n ^t^=/(?i. ?2»«"» ?/i-i)» elle donnera 
j^enerajcnient x^=^fix^^ o^j,..., ^«_,) pour a7„= r„. Ainsi, dans le cas que nous 
ronsiderons, la solution du probieme est fournie par l*integrale complete qui 
accompagne Tintegrale gencrale, et dans laquelle subsistent n — 1 constantes arbi- 

iraiies ^i« ^2****1 ^//— i* 

Supposons en second lieu que les /i — i equations fg) se reduisent pour^n==|B 
a u, equations distinctes qui correspondent aux valeurs i, 2,..., jul de Tindicey. On 
peut admettre que Ton ait tire de ces equations les valeurs de ?|, Sj,..., ?^, et 

qu'on ait substitue ces valeurs dans I'equation a? = M. Je dis alors que I'hypothese 
Xf^ = 5„ fera disparaitre de M toutes les auxiliaires restantes ?^^,« 5 .^^..-t Iit-|. 
Soit, en effel, 2y Tune de ces auxiliaires : apres la substitution dont nous veuQns 
de parler, toutes les equations fQ; se transforment en identites, et la menie chose 
a lieu a Tegard de la derivee de M par rapport a iy, car cette derivee a pour expres- 
sion 



i=« 



idlA ^/M\ ^ idW d\\\dh 

\d\i ^"^''Hl^^Zf \d% -^ ""' Ifi) dt, 



r.-l 



-^ tUant ici la derivee partielle de £, par rapport a Sy tiree des /x equations dis- 

tincies auxquelles se reduit le systeme (9) pour x„= ^„. Toutes les auxiliaires ? 
•lisparaissant de Tequation a; = M quand on fait x„= c„, il s'ensuit que, dans cette 
hypotbese, cette equation se reduit a a: =/ (a?,, X2,..', ^/i-ij. puisqu'elle doit 

etreverifiee quand on pose ^, = |,, j::2 = la»-« ^/i = ?« ^^ ^ =/(?i' ^2 — » l/i-i J- 
Cela etant etabli, considerons la solution de Tequation fij qui est fournie par 
les equations 1 17 ) et f i8j, et (jui renferme n — \ — fxfonctions arbitraires de fi va- 
rijtbles. II est evident, d'apres ce qui precede, que I'equation (17J sereduira, pour 
.r, = c„, et en verlu des equations (18;, aa? =y(ar|,x.j,..., x„_t ), car dans Tbypo- 
tiiese x„ = ?,, le systeme des ecjualions (18) equivaul evidemment aux fi equations 
(lislinctes auxquelles se reduit le systeme (9^. La solution du problfeme propose 
sorj» done donnee Jansce cas par le systeme des equations (17; et (i8^. 
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11. Sopposons marinteiraAt qii^ le delerminant D soit nul; dans ^e cafe, on jieut 

au moyen des n premieres equations ^G) former un eertain nombre [x fsuperieur 

a i) d'equations independantcs des derivees ?3t,, rr., Nous snpposerons ces 

equations resolues par rapport a 5, ?,, ?2.- - ?„_,• el nous les represenlerons par 

5« = ^i-^i -^n ^v. . . ■ , j^,., £^, 5^. ,,..., L--ii, 
si Ton differentie res equations, que I'on remplaee 

clx par />, rfj:, -+- /;, c/r, -h . . . -+- p^dx^ , 
^/^ par cT,//5i -l-GT,rf^, 4-. . . -hCTw-, ^/S«., , 

qii'oTi ilimihe ensuite //x , , dx.. ^'^',_,. et que Ton rierttplaee erifiiV rfr , 

d!r ^,f---. </^^*/i-i pJ^r les valeurs lirees des equations G;, On ohtiendra une 
equation resultante qui ne renfermera plus que les n differentielles inde|)endan(es 
dxn^ rfS,, fl^la,,.., fi'l/z-i: les coellicienls de ces n <lifferentielles doivent <lone elre 
nuls en vertu des equations (6^. Mais eomme res equations ne renfermenl pas les 
derivees des variables Wi, tst^' ••» celles-ei doivent disparaitre d'elles-memes, et Ton 
obtient en consequence 2/1 — /x equations au lieu de n. Les n — fi premieres se de- 
duisent de la suivante : 

, , rf* rf*. (i<P, ^^^-. 

en donnant ay les valeurs jul, /x -+- i ... ., /i — i ; les w autres sont comprises dans 

en donnant a iles valeurs i, 2, '3,..., w. 

Les 2/1 equations (19), ^20), ''21) peuveul evidemmeiit reniplacer les 2/1 Hj'lia- 
tions (6). Si Ton pose 

■'equation V= o sera evidemmeni le resultat de rernnination de |,, 52»--5 ?u-i 
entre les equations (^19), et Ton voit que Tequation (on; peut etre representee par 

— - = f), d'oii il suit que Tintegrale cberchee de Tequation 1 ) sera le resultat de 
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relimination des variables ?^. |«H-,.---f ?«-! entre les /i- /x-^ i equations 

d\ d\ d\ 

5l3 V=0, ^Ty =0, -T^ = 0,..., -jy— =0. 



« — I \ 



12. Si I'on pose 
I'equation (21) devient 

I'indice t devanl toujours recevoir lesvaleurs i, a,..., n. 

On reproduira la diflerenlielle tolale dY du premier membre de I'equation (ij, 
en ajoutanl les differentielles totales des n -\- i equations (24} et (25), apres les 
avoir niultipliees par des facleurs propresa faire disparaitre les difTerentielles des 
n variables cti,..., ct , § , | ^i»---» ?«-« ^^ ^^5 ^" trouvera de cette maniere 

P — ) 

el 






i=n 



^ ' \ rfj; fl^j;, ' dx dxj ' ' ' f^^* dx dxi ) 

1=1 



a cause de Tequation (24), on peut ecrire 

1261 ^1 __, rflogi2 . cflogj) . , (/logQ 

1% dx dx, rtx„ 

Quant aux facteurs X, X/, ils doivent satisfaire : i^ a I'equation 

(.7) X^-^),.^+...4-X„^=o; 

2^ aux fx — I equations qui se deduisent de la suivante : 

6/-t' ^/j;, "dxn 
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en donnant k t les valeurs i, a,...,|Lt — i; 3° aux n — ^ equations 

rindicey devant recevoir les valeurs fx, fjL + i,..., (/i— i), II est evident que les 
equations (27), (a8), (29) sont satisfaites en posant 

les difierentieiles dx^ dxi se rapportant au cas ou Ton considere x, a?,,..., x„^^ 
comme des fonclions de ar„ determinees par les equations (19) et (20). 
L*equation (2G) donne alors 

* n 

d*ailleurs, il est evident, d^apres Tequation (a4) et les equations (19), que H se 
reduit a Tunite pour or, = ?m 0*2= |2f-» ^/i = ?/i» ^ =?♦ ^^ ^w"*^ done 

L'integrale coutenue dans le premier membre de cette formule (3o) ne pent 
cesser d'avoir une valeur finie et determinee que si Q devient nulle, infmie ou in- 
determinee pour une certaine forme de la fonction/(j?,, a?a,..., ^/i-i). H est evi- 
dent que» dans ce cas, les formules generales (6) deviennent illusoires^ et Ton 
reconnaitra facilement, en suivant la marche que nousavons tracee, que la solution 
du probleme est donnee soit par I'equation unique Y = o, soit par Tune des inte- 
j;rales plus etendues que Ton obtient en joignant a I'equation Y = o celles qu'on 
en deduit par la differentiation relative a quelques-unes des auxiliaires ^. Si |^, 

?^^.,»•••> 1^4., _i» par exemple, sont les auxiliaires dont il s'agit, ondevra regar- 

der les auxiliaires restantes^ _^ , 5 ^ _^.,..., S-., comme des fonctionsarbitraires 

des premieres. 



AnnaUs scientifiques de VEcoU Aormale sup^rieure. Tome HI. 22 



NOTE HISTORIQUE 



SUR LKS 



RECHERCHES DE MM. GERNEZ ET VIOLLETTE 



RELATIVES 



A LA CRISTALLISATION DES DISSOLUTIONS SURSATURfiES. 



Par M. L. PASTEUR, 

MEMBBE DE L'iNSTITUT. 



Lo 29 novembre i863, j'ai re^u de M. Viollelte, professcur a la Faculle des 
Sciences de Lille, une Lettre dont j'extrais textuellement les lignes suivantes : 

€ Jc trouve dans le Cosmos du 27 novembre une Note de votre obstine conlra- 
dicteur, dans laquelle il demande aux chimistes : Y a-t-il des germes de sulfate de 
soude dans Fair? 

» Jc suis aujourd'hui en mesure de repondre a cette question. J'attendais pour 
publier mon travail qu'il fiit complet; niais je vois que j'aurais trop a faire pour 
presenter Thistoire complete des solutions sursaturees. Mon intention serait de 
publier seulement cc qui est relatif au sulfate de soude; plus tard, je m'occuperai 
des autrcs sels, qui presentent avec ce dernier certaines differences fort impor- 
tantes. Ainsi, pour n'en citer qu'une, la cause de la cristailisation du sulfate de 
soude est detruite a 3o degres; mais, tandis que cette cause subsiste encore a 
no degres pour le sulfate de magnesie, elle ne disparait pour ce sel qu*un peu 
au dela. Je ne puis pas vous donner le nombre exact, mais il est inscrit sur mon 
registre de laboratoire. II y aurait done des germes differents (puisque germes il 
y a) pour le sulfate de soude, le sulfate de magnesie, etc. Tout ce que je sais, 
c^est que les germes de sulfate de soude sont detruits a 3o degres, qu'ils sont solu- 
bles dans Teau, insolubles dans Tesprit-de-vin, et qu'en tout cas ils sont disse- 

22. 
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mines par place, Qa et la, dans Tair. Us paraissent mdme plus rares que les germes 
organiques. 

* II me faut encore un mois pour terminer mon travail sur le sulfate de soude. 
Pensez-vous que je doive le publier ou faut-il attendre? » 

J'ai repondu sans retard a M. Viollette qu'il ferait bien, avant Tachevement de 
son travail, de prendre date pour les resultats tres-nouveaux qu'il m'annonQait, 
soit par un paquet cachete adresse a TAcademie, soit par une lecture k la Societe 
imperiale des Sciences de Lille, Societe qui avait deja rcQU communication de bon 
nombre des resultats obtenus anterieurement par M. Viollette dans celte meme 
<Hude de la cristallisation des dissolutions sursaturees, notamment en aout i860. 

Bien que M. Viollette eut neglige de suivre mon conseil et qu'il eut ainsi perdu 
ses droits a la priorite, il est sensible qu'a cette date deja reculee de novembre 
1 863, ses idees etaient a pen pres fixees sur la cause a laquelle il fallait proba- 
blement attribuer la cristallisation subite des solutions sursaturees de divers sels. 

Lorsque M. Gernez me fit part, au mois de oiars i865, de la conclusion tres-pre- 
cise a laquelle il etait arrive sans rien connaitre des travaux de M. Viollette, je 
CPUS devoir ecrire a ce dernier qu'une personne, dont je ne lui donnais pas le nom, 
m*avait prie d'etre son interprete aupres de TAcademie pour la publication de 
resultats interessants sur les dissolutions sursaturees, et, sans rien confier a M. Viol- 
lette de la nature de ces resultats, je I'engageai a m'adresser une Note sur le meme 
sujet, que je communiquerais egalement a I'Academie. En agissant ainsi j'ai imite 
ce qui se passe a TAcademie toutes les fois qu'un Membre s'empresse de donner 
connaissance de fails qui lui ont ete annonces confidentiellement, s'il arrive qu'une 
personne tierce vienne a publier occasionnellement ces memes faits. 

M. Viollette me repondit en m'annouQant I'envoi tres-prochain d'un Memoire 
etendu. J'extrais de la lettre de M, Viollette, qui porte la date du 3 avril i865, le 
passage suivant : 

« II faut que j'aie ete d'une negligence bien sotte, de n'avoir pas consigne les 
resultats auxquels je suis arrive dans un paquet cachete adress^ k I'Academie.... 
Je n'ai pas change dans mes convictions. Mon travail pent se resumer ainsi : 

> 1^ La cause de la cristallisation du sulfate de soude, etc., est une poussi^re 
solide en suspension dans I'air. 

> n^ Cette cause est insoluble dans I'alcool de vin, I'alcool amylique, les 
essences, etc. Elle est soluble dans I'eau. 

» 3^ Cette cause cesse d'agir pour le sulfate de soude entre 34 degres et 35**, 5 
dans le vide sec. 

1 Cette cause est differente pour le sulfate de magnesie, qui dans ce cas ne 
cesse d'agir qu'k 108 degres (dans le vide sec). 
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» En presence de pareils resultats et connaissant la facilite avec laquelle le 
sulfate de sonde a loHO s'effleurit, je me demande si la cause qui fait cesser la 
sursaturation ne serait pas tout simplcment du sulfate de sonde depose sur les 
poussieres de Fair, on du sulfate de magn^sie. Qu'en pensez-vons? II y a dans 
Fair de la sonde, dans le sel marin de Tacide sulfurenx on sulfurique provenant 
de la combustion. Pourquoi n'y aurait-il pas du sulfate de sonde, du sulfate do 
magnesie, etc.? Je soumets cettc hypoth^se a votre appreciation. * 

Le a4 avril i865, je presentai k TAcademie les Notes de MM. Gernez et Viol- 
lette, qui ont ete inserees an Compte rendu de la seance de ce jour, Je deposai 
en outre sur le bureau un Memoire manuscrit de M. VioUette. C'est oe mrme 
Memoire que les Annales scientifiques de VEcole Normale publicnt a la suite de 
celui de M. Gernez. Ces differents travaux, ainsi que les explications qui precedent, 
permcttent de constater que MM. Viollette et Gernez sont arrives, chacun de leur 
cote, a la conclusion qu'il faut attribuer la crista! lisation subite des solutions sur- 
saturees de sulfate de sonde k la presence dans Tair de particules de ce sel, resultat 
remarquable qui tire une grande force de verite de la circonstance meme que je 
signale, a savoir, qu'il a ete deduit de deux series d'experiences tout a fait inde- 
pendantcs. J'ai pense qu'a ce titre, autant que par la juste convenance qu'il y avait 
de rendre a chacun le merite propre qui lui apparticnt, je devais an loctonr les 
details dans lesquels je viens d^entrer. 



RECHERGHES 



SUR LA 



CRISTALLISATION DES SOLUTIONS SURSATUREES, 

Par M. Desire GERNEZ, 

PaOFESSEUa DE physique ad LYC^E DB VERSAILLES. 



PREMIER M16M0IRE. 

SULFATE ET ACETATE DE SOUDE (i) 



liSTRODUCTIOW. 



II est des phenomenes qui se manifestent dans des circonstances si capricieuses 
et sous des influences si variables, qu'iis semblent sortir du domaine des fails or- 
dinaires pour acquerir une importance exagerce, tant par Tattrait que Ton a gene- 
ralement pour le merveilleux que par Timperfection des experiences : les faits qui 
ont donne lieu a ce travail pr^sentent au plus haut dcgr^ ce caractere. 

Au commencement de ce siede, on savait qu'une solution aqueuse de sulfate de 
soude saturee a chaud n*abandonnait pas, en se refroidissant, Texc^dant de sel que 
I'eau avait pris a la faveur de I'elevation de temperature. Cette solution, qui restait 
liquide malgre la quantite considerable de sel dont elle etait chargee, recut le nom 
assez etrange de solution sursaturee. On avait reconnu qu'ellc se prenait subitemeut 
en une masse cristalline, dans des circonstances qui parurent trfes-variablcs; un 
grand nombre de chimistes se livrerent successivement a leur recherche, et la di- 
versite des fails qu'ils observerent fut telle, qu'il est pen de phenomenes pour I'ex- 
plicalion desquels on ait tente plus d'hypotheses. 



(i) Les experiences consignees dans ce Memo! re ont 6l6 communiquees k I'Academie des Sciences le 
24 avril 1 865 (voir Comptcs rcndus, t. LX, p. 833). 
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Dans soa Sysleme de Chimie, Thomsoo avail annonce que la solution dc sulfai 
de soude cnfcrmeo cliaudc dans un vase bouchtf ne cristallise pits en se refroidii 
»ai)t. mais qu'elk se lige par I'agUation avec elevation de temperature. II expUqi 
ces ef'fels en admeltani que le liquide s'est combine avcc le calorique; suivant lufe 
riniparfaite conductibilite du verre s'oppose a la deslrucUon de la combinai 
mais I'air la determine lorsqu'on I'agite, eomme le prouve, dil-il, le degageniei 
de ehaleur. Plus tard, Sciiweigger ( r } rcnversa cette throne, en dimoDtraut que la 
solution se conserve aussi facilement danr^ un vase d'argent qui conduit bien la 
cbaleur que dans un vase de verre, et qu'un crislal de sulfate de soudc determini 
la crislal I isation dans les deuK cas. 

On avail aussi observe (2) que la solution sursaturee ne eristallise pas dans un 
vase dont on a chasse I'air par Tebullition du liquide et que Ton a ensoite ferme a 
la lampe : on concluait de la que la pression de I'air a une influence sur 7a crislal- 
lisation. Gay-Lussac combattit cette opinion dans un Memoirc presente a la 3oci6l 
il'Arcueil en octobre iSiS (3). II fit voir que le phenomiine est independanl'de ti 
pression de I'air, puisque 1° on pent determiner la crlstalt isation dc la solutioa pai 
le contact d'un cristal de sulfate de soude, d'une baguette de verre et d'une ;tige 
de fer, et 2° qu'on peut conserver indefinlment la solution sous la pression de Tat 
mospliere. si Ton a soin de la couvrir, lorsqu'etlc est chaude, d'une couclie d 
sence de teri'bcn thine. 

Les autres experiences indiquees dans ce Memoire presentent un caractere 
pricieux que Gay-Lussac ne manque pas de signaler, sans pourtant en rechercli 
la cause ; j'en citerai seulcment une qui est devenue classique. II avait enferme unl 
solution de sulfate de soude, saturee a la temperature de son ebullition, dans u 
tube de verre etire '& la lampe, qu'il ferma lorsque I'air eul 6te expulse par I'ebul 
lllion du liquide. < Apres son rerroidissement, il oe s'y elait Torme aucun crislal 
quoiqu'on cut agitc frequemment. Ayant casse rexlremitc de la pointe du tube 
pour donner acces a I'air, le liquide s'esl solidifie a I'inslant avec degagement lri"s 
sensible de ehaleur. II arrive cependanl quelquefois que la renlree de I'air ne deter- 
mine pas la crislallisation (4)- ' Cette reniarque finale, que Ton a eu le tort de ne- 
gligcr de citer, Gay-Lussac la reproduit dans son Meraoire en ce qui concerne let 
experiences relatives a I'influenre de I'hydrogene. de I'acide carbonique et du hi- 
oxyde d'azote sur la cristallisation. Elle aurait sufTi pour empecher de deduire de 
Pcascmble des experiences des consequences serieuses, tanl qu'on n'aurait pas pre- 
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(1) Journal ite Srlnvcigger, t. VTI, p. 3o4, mars iSi3. 

{%) Chimie de Henby, et Traits de Chimie da Thenabd, i" ^tion, t. U, p. 3i6; 1814. 

(3) Mtfmoirei de la Soci^i^ tl'Airaril, I. m,el^nnales de Chimie el de Phyttque, i''8^de, t. LXXXVB 
p. 31S. 

(4) Mimoirts tie la SociH^ d' Aniieil, t. Ill, p. l8l. 
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L'ise les circonslances dans lesquelles on oblient un r^sultat determine, posllif ou 
n^galif. 

Quoi qu'il en soil, Gay-Lussac admit que t'arrivee brusque dc I'air provoque la 
crista! ligation; il alia meme jusqu'a supposer que I'air, en venantse dissoudre dans 
!e liquide, precipitait une petite quantile de sulfate de sonde par la meme cause 
qu'un sel en precipitc un autre de sa dissolution : cetle faible quantile de sel suf- 
fisait pour faire cristalliser toute la masse (i). 

Du reste, en soumcttant une solution sursaluree i i'aclion d'une machine ^lec- 
trique ou d'une pile, il d6montra que relectricite est tout a fait impuissante k di'- 
lerminer la crislallisation. 

Schweigger avail precedemment affirme (a) que h crislallisation ue pent avoir 
lieu sans le contact d'un corps solide; immediatement apres la publication du M^- 
moire de Gay-Lussac, il fit connaitre ses experiences {3}. 11 montra que les solu- 
tions sursaturees de sulfate de soude se conservent liquides au contact de I'air, si 
I'on recouvre I'orifice des vases qui les contiennent d'un objet quelconque, d'une 
feuille de papier par exemple. Au contraire, « le vase est-il completemenl ferme, 
ditil, ct rouvre-t-ou avec des precautions convenables sans agiter le liquide ol 
sansy faire tomber les parcelles salines qui pourraient adherer au bouchon, il n'y 
a jamais alors eristallisation par I'entree libre de Pair (4). > D'un autre cote, il 
constate que des fits de fer, de verre, de laiton, el parliculierement les poussilircs 
et les corps avides d'eau, delerminenl la crislallisation. II semblerait qu'il va eon- 
clure que ce sont les poussieres de I'atmosphere ou ces corps qui produisent Ic 
phenomcne : it n'en est rlen; il admet au contraire que I'air a parlui-meme une 
cerlaine inlluence qu'il essaye d'expliquer. 

II cite a ce propos I'experience suivante de H. Davy (5) : on enlbve I'air d'un 
vase contenant une solution chaude de sulfate de soude; elle restcsans cristalliser. 
mais elle se prend en masse lorsqu'on laisse renlrer I'air. Suivant Schweigger. de 
la vapeur saline se trouve dans le vase ou Ton fail le vide; la rentrec de I'air en 
pr^cipile des cristaux qui, en tombant dans le liquide, le font cristalliser. Celte 
tsxplication suppose I'exislence de vapeur saline, ce qui est inadmissible a la tem- 
perature de I'experience. On trouve dans le meme Memoire une confirmation des 
experiences de Gay-Lussac sur relectricite; Schweigger remarque qu'un couranl 



(0 Menu-ires de la Soci^le d'Jrcuell, t. III. p. 187. 
[a) Journal dc Sclmeigger, t. VII, p. 3o4. mars i8i3. 

(3) Journal de Scliwuigger, t. IX, p. 79. 

(4) Jmirnal dv Sclmrnggcr, [. IX, p. 8a. 

(5) H. Davt, Elements of chemical Pkilosopliy. 1811; p. 58 de I'edition de J. Davy, :84o. 

CeUe esperience, antirieure i ceilo de Gay-Lussac quo nous avona rapporUSe plus haul, lui esl au fond 
iJenlique. Sculcment Dary fail remarquer quo I'air no produit pas la cnsUlliHation lorsqu'il rentre Icnla- 
menl; il faut qu'il soil agit^ pour delerminer ee pWnomSne, II esl done par 1111-1116111? sans action. 

Aanidei scienlifiqiies de Ctcolt NormoU superieurc. Tome UI. sS 
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volUique ne produit aucim enet, ^ue de plus les buUe& gaxeuses qui se degagent 
sur les electrodes a travers la solution la bissent intacle. Le magnetisme mi peut 
pas noil plu£ Gtre iQvoque pour I' explication du phenoineue, car lout est idenlii^ui- 
daos I'actioD de barreauiL d'acier aiinanles ou noa, essayes par un pole ou par 
I'autre. 

Dan& un Meau)ire.ptibl«c.4a iS.i5 (1), Ziz de Ma^fiace alia plu3 loia : i! insisla 
sur Ic fait annonue par Schweigger qu'un simple couvercle uoa hermelique, ap- 
plique 9ur les va^es conlenaot La solalion sursaluree, suiJGit pour les garaatir de la 
cnstalli^lion, bieii que I'air e\terieur puissc penetrer libreineal dans Ic vase. De 
plus, il precisa avec une exactitude rigourouse les circonstaoces daas ieaquelles la 
crista I lisaUon sc produit; iL reconnut < quelle est plus i-apldo lorsquc les \a:Se» 
qui coDtieaiient la liqueur sont decouverts, qu'iis sout uioins profonds, que Icur 
orifice est plus brg«, que la partie decouverte de I'oi-ifice est plus grandc. eufiiL 
que i'air esL plus agite (3}. > 

Ainsi, tamlis que I'air coufimi ct celui qui a'iiUi'oduit dans un vase imparCaiti;- 
ment ferm^ sonti sans influence sur le pheuomeae, I'air Ubre le determine. On pou- 
vait attribucr ccttc action a la vapeur d'cau couleouc dans I'air, Zi£ deuiotilra 
qu'cUe est sans el'fet: i| couvrit d'nne cloche reposantsut I'eau des vases ouvert» 
c:ontenanl la solution sursaturec, qui resta iotaete eo pcesence de I'air sature d'bu- 
inidlte; la memc cbose eut lieu lorsqu'il les plaga dans un grand flacon dool i'air 
etait dQss^che pat des fragments dn potasse caustiquc. 

D'un autre cote, eomroe I'avaient vu Gay-Lussac et Scbweigger pour uq cristui 
de sulfate de soude, une baguette dc verre ou un fil de fee, il verifiaqu'un certain 
nombre de corps solides, les poussiercs de I'air entre autres, detcrminaieul la cris- 
tallisation; il demontra de plus que tons ces corps perdent leur propricte lorsqu'ou 
les introduit prealablem«nt dans le vase et qu'on les cbaufle et refroidit aveu la 
sjoluUon; enfi'u qu'il en estde mcme lorsqu'ijssont mouilles ou qu'on les a cbaufTes 
isolement jusqu'a un certain degre. D'apres cela, il faut adracltrc que les corps 
exposes,a I'air agissent sur la solution sursaturec de sulfate dc soude, ci que Tac- 
tion de I'eau ou une certaine elevation ile temperature leur eulevcnt cette propri6t6. 
Mais qu'cst-ce qui communique aux. objets laisscs quclque temps au contact de 
I'air cette propriete si fugitive, qu'elle disparait par un simple lavage ou sous I'in- 
lluence de la chaleur? C'est ce qui reslait a trouver : nous aliens voir que les 
nombreux et longs Memoires publics depuis ont, tres-pQU fait avancer la ques- 
tion (3j. 



(i) Journal de Schweigger, I; XV, p. 160; i8i5. 
(a) twirnal lie Sc/iivcigger, t. XV, p. iGi; i8i5, 

[3) 11 coiLvienldedireici quelquce mots da la rarmatian, dans les iiquourisursalurws.de crialaux moiiia 
hydral^s que le sul[al« de soude ardinojro. Schiveiggei' avail d^ii rcconou que dans les soluiiuns caaeeii- 
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Apres Ua experiences de Ziz, citons uae e\perieace intercssante' du proCcsscur 
Turner (i). qui demonlra que Too pent conserverune solution sursaturce va iais- 
:sao,t I'air du vase comniuoiquef avac l'alit)os|)bi>re au nioyen d'un tube eUoil. 
L'autcur eu cooclut que la preseioo atmospberique est sans inUueove sui- La cris- 
Lallisation. Le D'' Audrew Ure, en 1B18, alia plus loin (3); il anirma que tes uU- 
tnents chimiques de Tattuospbere n'ont pas plus d'effet que sa pression sur le li- 
quide, mais il coiiclut de ses essais qu'il n'eu est pas dc memc de' I'agilatiun du 
vase. L'effet, suivanL I'auleur. est analogue a cului qui d^leimtiie I'an'aDgeujenL 
de la liiuailk de fer sur uue feuillc dc papier qui recouvre au aiinaiit; du plxu. 
contra irement aux expei^tenccs de Gay-Lussac et do Schweiggcr, il »outinL que L'^- 
lectriciie negaLive fail cristalLiser le sulfate de soude. Quul qu'il' en soil de ces 
asserUoDS, la queslion de I'intlueuce des elementa cliiaiiqutis dt] I'air IJit-iiUidit'ui 
da nouveaa en i8a7 par Tli. Graham, de Glasgow {3j. Apres avoir rejele I'bypo- 
these de raclion des parlicules solides en suspension dans I'air, I'autcur OnumtTe 
des experiences qui toutes ne reussisscnt pas constammenl, il esLvrai, dii-il, uiais 
dont I'ensemble le conduit a conclure que les gaz les pluu solubles dans I'cau sotit 
aussi ceux qui font le plus facileinenl cristalliser, par exempla I'acidc sarboniquc, 
I'acide sulfureus tM surloul raranroniaque, et il;aUril)ue ie plienoraene a la.disao- 
lulroQ du gaz dans le liquids qui abandoane alors une parlie du scl dissous. Ce 
n'est autre chose, cniiime ou voit, que I'explication de Gaj-Lussac etayee- sur dps 
experiences douteuses. A quelqnc^anncesde lii, on trouve unMeinoire dell. Ogden 
lie Sunderland (4) plus riche en faits nouveaux. L'autcur commence par declai'ei' 
qu'il n'a pas reussi a determiner les circonstances precises dans lesquelles se ^i:u- 
duit la crista Hi sation subite des solutions sursaturees; il a'eu produit p:ifi moiiis 
son hypolhese : suiraot lui, c'est un choc, un obranlemenl subit produit soit dans 



tr&fiiil ec depose, \uTi G a i dC£r^,.des iTiEUuu dirTurenls de ceux qu'oo obsone g^n<ira lament, Ziz [*) 
irouva que la liqueur au soin de laquelle lis se depoBont conserve les propri^t^B des solutions sursalur^es 
ordioaires, et que, lot^u'elle se prend eo masse, !es cristaiix iransparMits el dure pr^cMemmont d^pos^s 
dcviemient blanos et opaquea. II fit reraerquer qu'Us sonl moioB hvdmLds- quo oawi qui nteullent de Id 
(Tiiitalliiatlon rapide de la golulion sursaturce. Plus tard iL leur altribua la composition n^ii^senlde par U 
fonnule NaOSO^, 8H0. Faraday (■*), qui de son cilie fitudia ces crislaux, fut conduit au miiDB rtsullal, 
Si sigaala aussi des cristaui d'uoe autre composilion que Ton paut obleoir en chauCTanL arec onu 80uri?Q 
calorjtique qoelconque ou a I'aide des rayons aolaires la liqueur sursaturtic que Ton a ilaiie en coucbe 
mince sur les parois du vase qui la contieoL Plus lard ('") il revint encore sur ces trois formes de sulliite 
de soude dont il rccnnnut la diffi<rence do composition. 



(*) jBurnil de SthWelggtr, 1. XV, p. i65. 
(••) Journal of ScUncr, 1. MX. 

(•'•) Joarnal de Schtt^igger, L.XLVU, p. ^uG; iBvU. 

(ij Turner, Elements of Chcmislr): 

(a) Repenon- of JrU for 1818, 1. XXXm, p. iro. 

(3) Traniaetioni of the mj-al Society of £ilmbuq;/i, t. XI, p. 1 1 4 

Ifl Edinburgh new PhilosophkalJournal, I. Xlll, p. Sog; i83a. 
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l» uiassG liquide, soil dans I'air en contact, qui s^parerail les crislaux de la liqueur- 
Pour appuycr cette assertion, il reniarque que des solutions diverscs reslt-es li- 
quides pendant un long rcpos se sont tres-souvent prises en masse par I'agitation. 
des experiences furcnt repetees sur un certain nombre de substances que Ton n'a- 
vait pas encor^ etudiees, et dont nous nous occuperons ulterieuremenl. Tels son! 
tc carbonate, I'acelate et Ic phosphate de sonde, I'aluD, le sulfate de niagnesie, \v 
I'hlorure de calcium, etc.; les resultats douteux qu'elles doiinerent par I'agitalion 
nc permcttent pas d'en tirer les memes consequences que I'auteur sur la cause du 
phenomfene, raais ellcs monlrenl que Fair libre pout rester en contact avec ces li- 
qnides pendant plusicurs jours sans modifier leur etal. Du reste cet etat peul se 
ronserver, quelles que soient les reactions chimiques que Ton provoque au sein de 
la liqueur : ainsi Ton peut precipiter, dans une solution sursatur^e de clilorure de 
ralcium, soil du sulfate de chaux. soit de I'osalale de chaux, par I'acide sulfurique 
i-t I'oxalate d'ammoniaque, sans que le reste de la liqueur crislaltise. 

On n'ohtlcnt pas plus d'cl'fet quand on fait agir sur la solution sursaturec d'uue 
fiubslance I'eau mere au sein de laquelle les cristaux se sont deposes; Texpenence 
tcntee sur le chlorure de calcium donne un resultat negatif (1): I'auteur I'avait 
essayee, dit-il, pour juger I'analogie qu'il pouvait y avoir entre le plicnom^ne qui 
nous occupe et la marche d'une fermentation que Ton determine au moyen d'un 
ferment introduit dans le liquide susceptible de fermenler. De I'experience resulte 
la conclusion suivante : quels que soient I'etal moleculaire ou la constitution d'une 
solution sursaturie, elle peut se m6!anger ou se combiner avec une solution sim- 
plement saturce sans en provoquer la cristallisatlon. 

Ces divers resultals, successivement publics depuis 1 8 1 3, rcst^renl sans doute gt- 
neralement ignores, puisqu'en 1 85o, lorsque Loevel publia son premier Memoire sur 
taiursaturation des dissolutions salines, les faits qu'il annouQait sembt^rent nouveaux. 
Eu realite il con6rniait, par dc nombreux exemples, que la solution sursaturee de 
sulfate de soude contenue dans des vases ouverts cristallise d'autant plus facilement 
que I'acces de I'air est plus facile; que de plus les corps exposes a I'air ne deter- 
niinent plus la crista tlisation lorsqu'ils ont ete mouilles ou cliauffes. Aux ph^no- 
menes connus, il ajouta I'obserxation importante qu'un abaissement de la tempera- 
ture jusqu'a — 8 ou — to degres determine la cristallisation du sel: il fit de plus 
une etude soignee des proprieles de I'bydrate decouvert par Schweiggcr, Ziz et 
Faraday, et il en fixa la formule NaO SO', 7HO. Mais la forme sous laquelle il pre- 
senta ses experiences et les explications qu'il essaya ne contribuerent pasa eclaircir 
)a question. Ainsi (a), se fondant sur la difficuUe que la solution cprouve a cristal- 



(l) E<Ultburgh nfw Philoiophiail Journal, 1 
la) Annalfi itc Chimie el ile Phrtiifuc, 3" s 



XIII, p. 3ijj. 
rie, I. XXIX, p. fii. 
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liserilansdes tubes ouverls tl'un tres-pet'it orifice, il »Urihua d'aliord ce retard k Tac- 
tion des parois dont la surface en contact avec ud lueme poids de liquide est relati- 
vemcni plus grande, puis il renonga a cclte liypothfese, que • rien du reste, dil-il, ne 
prouvc positivemcnt (i),» pour recouriraux actions dites de contact oucatalytiques. 

L'annee suivante {11 mai i85i), M. Goskynski (a) crut pouvoir expliqucr I'ex- 
perience du lube de Gay-Lussac (qu'il suppose reussir loujours), en atlmettant que 
I'air vcnant au contact du liquide se salure d'eau, ce qui determine la crlstallisa- 
(ion du sel.Le i3 juin suivant, M. Selmi, de Turin (3), filparaitre une reclamation 
de priorile; il invoquait un certain nombre d'expcriences p.ubtieea ant6rieuremenl 
et qui I'avaient conduit a formuler la m^me liypotliese. Ltewel mit fin au debal 
(26 avril iSSa) {^), en reproduisant les deux experiences de Ziz qui demontrenl 
que Ics solutions sursaturees se conservent egalement Men dans un air sec ou Iiu- 
mide. 1! fit a ce propos plusieurs centaines (t'expericnces sur Taction de I'air or- 
dinaire dessGolic ou satur6 de vapeur d'eau (5). L'air humide, avant d'arriver h hi 
solution sursaturee, traveraait une serie de flacons laveurs et un tnbe h poncp 
mouilloe; I'air sec pas^ail dans des flacons a acide sulTurique ou dans un tube a 
potasse causlique. Dans Us deux cas la cristallisalion eprouva tin retard conside- 
rable, et a Vitesse egale »n cuuranl d'air sec parut la determiner moins facilemeni 
qu'un courant d'air humide. < On ne voit pas. dit-il (6), comment il pent se fairc 
que I'air atmosplierique perde en parlie ou prosque tolalement la propriete de de- 
terminer la cristallisatiuD subite des dissolutions quand on Ic dessechc ou qu'on 
le sature d'eau artificiellemenl, tandis que dans son elat naturel il conser>'e celle 
propriete a pen prfes loujours au meme degre d'inlensite. aussi bien lorsqu'il est 
sec, par suite de beau temps, que lorsqu'il est dans un etat d'liumidite extreme par 
suite de pluies continuelles. > 

En realite i'appareil etait complexe et I'air, avant d'arriver au liquide sur Icqutl 
il devait agir. traversait une serie de lliicons et des cnlonnes d'eau ou d'aeide sut- 
furique. Une autre serie d" experiences mit ce fait en relief et augmenta I'embarras 
de I'auteur ; en ne mettant plus rien dans les ilaeons, il obsen-ait, comme dans les 
experiences precedentes, que I'air perdail sensiblemenl son action, ce qu'il es- 
pliqua en disant • que le frotlemenl conire les parois des appareils, contre la po- 
tasse ou Tacide sulfurique et surlout contre I'eau. parait elre la principalc cause dii 
cette perte (7). ► 



(i) Anaalti tie Chimie et Ut Physique, 3' »*rie, 1. XXIX. p. 139. 

(a) Comfiles rendus tin seuacrs ilc I'iicademie des Sciences, t. XXXll, p. 717. 

(3) Camples remtiis, I. XXXll, p. gng. 

(4) Comptrs ivmliif, I. XXXIV, p. 943. 

(5) Annaks tie Chimie et iln Physique, 3" Bfrie, t, XXXVII, p, i58. 

(6) Annates ile Chimie « de Pbysitjue, 3' H^rie, I. XXXVH, p. 175. 

(7) Anaolesdt Chimie el de Physiijiie, y sine, l.XXXVa, p. i79,elCot»/ites n 
Annalei icientijiqvei de I'teole Iformale luprrieurt. Tonip III. 



r, l.XXXV,p.>i:. 
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Dans une Note additionnclle (9 aoul tSS^l f r), il signale una experieni^e < bicn 
|iroiire, iHt-il, h demnntrer que c'est par le frottemenl que I'air perd sa proprieie 
(lynamique. t En passant par un lube de 40 & 5o centinifctres de longueur snr i5 
■i trt millimttres de diaml-tre cl rcmpli de colon, I'air devient inaclif. Cette nou- 
velU- hypollifesti n'expliqnaif, pas poupquoi les corps eliauffes ou mouillis peideni 
leiir action, ct bico qu'etle ne se pretat qn'i I'explicalion du phonomene unique :i 
roccasion duquel on I'avait imagincc, elle f'ut cependaiit assez prise au serieux par 
certains savants, qui 8c scrvirent de ce point de depart pour d^velopper cerlaincp 
vuos relatives i I'efTct du froltenient sur I'air. Ainsi Ton trouve ce qui suit dans un 
ouvragc de M. Hirn (2) : 1 En partant de cette idee (que c'est le frottemcnt seul 
qui modifie les qualites de I'air), cl afin de tourmenler encore Itien plus forte- 
incnt les parties ijilernes dc I'air, j'ai comprime re gaz ii ,'| atmosplitres dans un 
liailon en cuivre; puis, le laissant tchapper pen h peu, je le eonduisais au fond 
d'une fiole pleinc de dissolution sursatur^e de sulfate de soude. J'ai pu ainsi fairf 
passer plus de ^o litres de cet air brusquenient delendu sans apercevoir aucone 
rristallisation; dfes que j'y substituais de I'air ordinaire, le liquide se prenail en 
masse. 

• Si I'expUcation donnee par Lcewel est correcle, et I'expirience (]ue jc viens de 
I'iter semble le prouvcr. il nc peut plus elre doutcux que I'air, a une memo tem- 
perature et Ji une meme pression, peut, par un travail mecanique, elre modifie 
dans quelques-unes de ses propriel^s, et il est clair aussi, d?!s ce moment, que le 
iravail depcns6 h operer cetle modification ne doit plus produire de ehaleur dans 
le gaz. > 

Nous verrons plus loin que dans I'experience de M. Hirn, comme dans celles de 
I.GJWel, si I'air devient inactif, c'est qu'il a abandonne aux parois des appareils par 
lesquels on I'a fait passer une substance dont le contact determine la cristallisation 
de la solution sursaturee. 

Vers la memo epoque (3), M. Lamy puWia des experiences analogues k celles de 
Lcewel; les conclusions dc son Iravail sont les suivantes (4) : < Les corps solides, 
liquides et gazeux qui detruisent la sursaturation par leur simple contact pordent 
momentanement cette proprieie, qu'ils soient en repos ou en vibration, soil par 
une simple elevation de temperature, soil par un l^ger frottement. soil enfin par 
une modification invisible et insaisissable que leur surface ou leur masse subil au 
contact de I'eau ou des dissolutions sursaiurees. > Aprbs ce resume. I'auteur rap- 



(t) ji/inales tie C/iimh ct de Phrsiifiie, V a-rie, I. XXXVIl, p. 179. 

(1) Exposition lUialrti'i'ie et exp^riiurnlale de la ih^oiie mStnniquc de In rhtiteiir. par G- Hut" 

(5) These de Physique soutenue en Dovembro i85r. 

(4) Th^ie de Physique soulpnue en novembre i85i, p. 43. 
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procbe ces ph^numenes dc cclui que I'on designe sous le nom dii passmle du/er. 

Quelqiies annees apres fi858), parut un Meraoire de M. SchrSder relatif k I'iii- 
Quence de Pair tiltre sur la feruietUalion, la pulrefaclion et la crisiallisalioD (ij. 
Le point de depart de I'autcur est I'experieiice de Loewel sur I'air qui h traverse 
une cotiche de coton; il demontre que les solutions sursaturees diverges (suliate (^1 
carbonate de soude. sulfate de niagnesie et alun), abandonnces au refroidissement 
dans des vases bouehes avec des tampons de cotun. ne cristalliseut pas malgre h 
rentree de I'air; elles se ligent au contraire quand on onliive ce bouclion inipai-fail. 
Le oieme resultat s'obtient avec I'eau, le soufre et le pltosphore amencs a lY'tat de 
surfusiun. D'autrc part, au lieu d'etudier le sulfate de soude dont los solutions 
cristaliisent t res-rapid em eot a I'air dans des vases decouverts, il cliuisit pour ses 
experiences le carbonate de soude qui se prend en ma^^se plus dirficilcment, et il 
essaje sur la solution sursaturec de rette substance Taction d'un grand noiubrc de 
corps (oxydes, acides, sels, etc.) : il constate que tanlot ils produisent la cristalli- 
aation, lantot ils restent inactifs, surtoul quaud leur surface n'a pas etc en contact 
avec I'aif extericur, ou luraqu'iU ont ele mouilles ou chaufles, ou qu'ils ont si'- 
journe dans un volume d'air peu considerable. En rapprochant ces piienomenes 
des precedents, il se trouve conduit a supposer que I'air n'agit que par les corpK 
solides qu'il contient; d'un autre cote, dit-il, les corps solides n'agissent qu'apri^s 
le contact de I'air (2), de sorte que Ton se mcut dans un cercle si Ton ne veut pas 
admeltre qu'il y a dans I'air un petit cristal isomorpbe a cliacun de ceux qui se 
deposent dans les nombreuses solutions sursaturees. Si Ton adoptait, ajuute-t-il, 
cette consequence invraisemblable, il faudrait admettre I'hypotbese bien plus in- 
vraisemblable que ces cristaux varies iloltant dans I'atmospberc se detruisent com- 
pletement a une temperature qui n'atteint pas 100 degres. II suppose alors que le 
phenomene est produil par • les corps appeles miasmes cl auxquels sont dues la ■ 
fernienlation et la putrefaction, phcnomenes si analogues, que Ton pent leur as^i- 
gner a juste litre une meme cause generale quoique complctcment inconnue. • 

Le cote faible du raisonnement de M. Schriider s'aper^oit aisement : il altribuc 
aux diverses solutions sursaturees ce qu'oa a observe seulement sur le sulfate du 
soude: il suppose que ces liqueurs exposees a I'air y cristaliisent facilemcnt. Or, en 
se reportant aux experiences d'Ogden. on voit que cerlaines solutions se conservent 
tres-longlemps, meme dans un iaboratoire. II n'est done pas necessaire d'admettre 
qu'il y a partout dans I'air des parcelles dc toutes les substances dont on oblient 
des solutions sursaturees. Quoi qn'U en soit, il est aise de voir que la question tend 



(1) ^nimkn dir C/icmii: iiml Pluirmacie . I. CIX, p. 35, i85g. 
(a) Anmilcn der C/iaiiie uiul PfMrmarir, t. CIX, p. 48. 
(3) Ammtcn lUr Chcmir iiftif Pliarmaric, t. OX, p. 49- 
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a s'eclaircir ct qu'on en arrive a atlribuer le phenomene a une substance inconnue, 
alterable par la chaleur et disparaissant par Teau. 

Apres les rccherches de M. Schroder, nous citerons pour m^moire une Note de 
M. Terrell (i); avec quelques observations incompletes et des apparences qui trou- 
veront leur explication plus loin, Tauteur raniene le vague dans la question. Ainsi, 
pour expliquer des faits analogues k I'experience de la baguette ckauffee, il dit 
que c les liqueurs sursaturecs ne cristallisent point lorsqu'elles sont en contact 
avoc des corps qui se trouvent dans un certain etat, qui doit etre le meme que 
celui dans lequcl se trouve la dissolution sursaturee. » 

Nous sommes en i860: M. Pasteur, aprfes avoir jete une vive lumiere sur les 
plienomencs inysterieux connus sous le nom de fermentations, avait continue ces 
rccherches par une admirable etude des causes qui detcrminent Talteration des 
infusions organiqucs, et il avait demontre que toutes les fois que la vie apparait au 
sein de ces liquides, c'est qu'ils ont regu de I'atmosphere et qu'ils nourrisscnt des 
<'orpuscules organises, germes ou spores, qui s'y trouvaienten suspension. Nous 
avons vu que deja ces phenomenes avaient ete rapproches de ceux que manifestent 
les solutions sursaturees. M. Ch. Viollette reprit la question k ce point de vue et 
repela les principalcs experiences de M. Pasteur, en rempla^ant la liqueur putres- 
cible par une solution sursaturee de sulfate de sonde (2). 

Les resultats de ce travail vinrent a Tappui de certains faits constates depuis 
longtemps par Schweigger, Ziz, Lcewel; on pent les resumer comme il suit : 

1^ Un cristal de sulfate de soude ordinaire determine la cristallisation de la so- 
lution sursaturee; 

2^ Les corps exposes a Tair font crislalliser celte solution; 

3** On peut enlever a Tair toute action en le tamisant sur du coton ou de Ta- 
miante; 

4** Les corps exposes a Fair deviennent inactifs quand on les cbauffe (de 100 a 
I lo degres suivant M. Viollette); 

5^ Le contact avec Teau, prolonge pendant vingt-quatre heures, enleve toute ac- 
tion aux substances qui font cristalliser. 

L'auteur attribue la cristallisation a une subtance inconnue, et comme il a ob- 
serve que la baryte et la chaux calcinees figent la solution sursaturee, il conelut 
avec circonspection c qu'il se pourrait bien que la substance qui determine la cris- 
tallisation des solutions sursaturees agit comme un corps avide d'eau determinant 
la formation d'un cristal a 10 equivalents d*eau. » 

Relativement aux solutions de carbonate de soude, de sulfate de magnesie et 



(i) Comptcs rcndusy t. LI, p. 5o6. 

{•2) Mcmoircs dc la Societe des Sciences de ZJlie, a'sdric, t. VU, p. i85, aoiit i860. 
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d'alun, i'autcur annonce qu'dles cristalliscnl par la rentree brusque tie I'air ordi- 
naire, ou au conlact de cartouclies d'am'ianle eliargees de poussieres de I'air. 

Nous ferons voir plus loin que les assertions relatives k faction de la chaux et 
de la barylo, a celles de I'air ordinaire sur Ics solutions diverses, rcposenl stir des 
erreurs de fait et qu'il n'y a pas lieu de les discuter, 

Dan^une communication ulterieure (31 decembre i860) (i), M.Ch. Viollette an- 
nonce que cette cause inconuue n'est pas disseminee d'unc manifere uniformc dans 
Tatmospbere. Pour s'en assurer, il ouvre dans un merae lieu tine serie de btiHoiw 
de verre contenant la solution sursaturee et dont I'air a etc chasse par t'ebullition 
du liquide, et il juge de la dissemination dela cause prisumee du phenomene par 
le nombre des ballons oti Ton observe la cristallisation : on reconnait la t'expe- 
rteuce de U. Pasteur. Cette experience, si propre a demonlrer d'une fagon rigou- 
reuse qu'it est dcs points de I'atmospliere oti il n'y a pas de gernies organises, 
puisque toules les causes d'erreur tendent a en introduire, ne vaut absolument 
rien quand il s'agit d'etablir qu'il y a une substance en no point determine. Nous 
verroDS plus loin, en effet; que les diverses causes d'erreur conspirent avec cette 
substance toconnue pour produlre la cristallisation, et qu'elles suHisent ii la deter- 
miner; que d'un autre cote, lorsqu'on les elimine, I'experience manque absolument 
de sensibilite, car on peul ouvrir un grand nombre de ballons sans que dans un 
seul se presente le pbeoomfene de la crislallisalion. 11 rL'suile de la que la dissemi- 
nation de cette substance ioconnue dans ratinosphere. quotque possible, sc Irouve 
n'etre qu'une assertion. 

Des observations de ce genre pourraient etre faites au sujet d'un certain nombre 
d'experiences dans lesquelles I'anteur, oubliant que I'objet n'etait pas le meme que 
oclui qu'avail en vue M. Pasteur, s'est attacbe trop fidelement aux m^mes disposi- 
tions experimentales, et il en est resulte que ses palienles rerlierclies ne sont pas 
demonstratives. 

Ces experiences, qui ne resolvaient pas la question, ne recurent du reste qu'une 
publlcite fort restreinle. et les cboses en etaient Ih lorsque j'eus la bonne fortune 
d'assister M. Pasteur dans les experiences relatives aux generations diles sponta- 
nees qu'il repetait au Museum devant une Commission de TAcademio des Sciences 
(juin 1864). J'y entendis objecter a ses experiences les phenomenes si singuliers 
que presente le sulfate de soude et dont la cause etait regardt^e comme lout a fait 
incoDnuc; j'eus alors I'idee de m'occuper de ce travail, que j'entrepris bientot sans 
connaitre, fort heureusement, la plupart des reclicrcbes ant^rieures auxqueltes le 
sujet avail donne lieu et qui, par leur diversity et leurs contradictions, m'auraicnt 
peut-etre delourne do cette etude. C'est en rcpelanl un grand nombre de fois 



(1) Memoircsde la Society dei Scfences dc Lilh, a* S^rie, t. VII, decembre iSCo. 
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chaque experience, en n'adnietlant un r^Bultat que lorsque de iiombreux cssais. 
t'jus concordants, me I'impusaienl en quelque sorte, en rccherchant avGc Ic plus 
grand soin, pour les eviter. les diverses causes d'erreur qui peuvenl rendre les ex- 
perieDcea illusoires, en iinitant. en un mot, moins les dispositions experimenlales 
de M. Pasteur que sa miHhode si rigoureuse, que j'ai poursuivi ce travail dont j'e\- 
pose ici les premiers reaullats. 

Etndc des circonstarices dans lesrjnelles on determine ou Von empeche la 
cristallisation stihtto dtt sulfate et de ('acetate de soude. 



Lorsqu'on jettc un coup d'reil sup les resullals divers annonces par certains sii- 
v^ints et le plus souvent contestes par d'autres, on voit qu'il en est un sur lequel 
touasonl d'accord : c'est Taction immediate et inlaillible d'un crislal de sulfate de 
soude sur la solution sursaturee de cette substance. Je me suis attache tuut d'abord 
;i constatcr qu'une quantite extremement laible de ce sulfate produit la cristallisa- 
lion »ussi vite qu'un cristal de dimensions appreciables. Avcc des fils de fer, de 
verre, etc., legcremcnt bumldes et qui n'avaient pas d'action sur la liqueur, je 
touchais un cristal de sulfate de soude; j'eu detacbais ainsi des parcelies impcrcep- 
libles, je les amenais au contact de la solution sursaturee, et immediatemcnt se 
produtsaient des cristaux qui envabissaicnt bientot tout le vase. 

Ce fait a une importance capilale au point de vue de ia valcur qu'il faudra atlri- 
buer aux experiences; en effet, quelle que soit la cause que Ton doive assigner au 
phenomene, le contact d'une parcellc de sulfate de soude sulTisant a le produire. 
il est evident que toules les experiences dans lesquelles des cristaux de ce sel 
pourronl vcnir au contact du liquide devront elre rejetecs comme incertaines, et il 
faudra, dans une etude serieusc du phenomene, se prcoccuper constamnient d'eloi- 
^ner des appareils les moiiidres traces de cetle substance; des lavages a I'eail dis- 
tillee pcrmettront d'atteindre facilemeut ce but. 

Un autre fait que j'etablirai aussi, contrairement a I'assertion de Ziz, c'est qu'un 
cristal do sulfate de sonde, cbauffe a une temperature de 33 dcgres, perd la pro- 
prif'tti de faire criatalliser sa solution sursaturee. Pour le constaler, j'ai couverl do 
sulfate de soude le reservoir d'un tberraonietre que j'ai porle k des tcmperalures 
(^raduellement croissantes. A 33 degres il a perdu la racultirde determiner la cris- 
tallisation qu'il avail jusque-Ia conservee. Pour obtcnir rigoureusemcnt le resnitat 
indique, il est indispensable de porter le crislal de sulfate de soude a une tempe- 
rature constante dans tous ses points; et comme cette substance conduit mal la 
chaleur, il doit se faire que I'interieur n'atlcigne que tres-lenlement la temperature 
i\cif, couches exterieures; de la la necessite de ne recouvrir le reservoir du thermo- 
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metre que d'une couclie trfes-leg^re de sulfate ile souile. Cette propri^te fournil uii 
moyen d'eliminer riniluenee du sulfate Ae soude; en chauf'fflnt an dela de 33 de- 
gres !es corps suv lesquels on opfere. on paralysera a roup sur I'action du sulfate. 

De ce qui precede il rcsulte qu'il faudra ^viter avec le plus grand soin dc laisser 
du sulfate de soude sur lea objets dans le voisinage desqueis on experimi'nte. ear 
ce set est efUorescent, et il donne au bout de pcu de temps une poussifere exlreme- 
ment tenue que le moindre courant d'air dissemine dans I'espare. Aussi faudra-t-il 
SB deflep des resultats obtenus dans les laboratoires oil ies poussieressonlchargees 
de matiferes salines, et apporter la circonspeetion la plus grande dans I'esecuiion 
des experiences et leur interpretation. 

Ces I'onsequences logiqucs d'un fait bien etabli m'onl constamraent guide dans 
le cours de ces recberches; j'ai du reslo trouv6 un conlrole aux observations sur 
Ies solutions de sulfate de t^oude, ea elablissant des experiences semblables sur 
I'acelate de soude. et c'est surtoul I'etude eomparec de ces deux substances 
qui ni'a donne raison de ces phi^nonienes de eristalHsation subite inexpliques 
jusqu'ici. 

1° I^s solutions iursafiir^es de sulfate et d' acetate de soude se conservent indejinimeni 
a la temperature ordinaire dans Ies vases ot'i elles n'onl pas le contact de lair 
escterieur. 

On a generalement adniis que Ies solutions sursaturees de sulfate de soude se 
conservent indeflniment dans des vases bouches; cette proposition a cependant 
trouve des conlradieteurs : Ure, Ogden, etc., ont observe que des solutions enfer- 
inees dans des fioles so prenaient en masse par I'agitation. Cette observation peut 
etre exacte dans le cas oil des parceiles salines sont restees adherenies aux parois 
uu aux boucbons; il arrive aiors necessairemeot qu'en agitanl le liquide on I'amene 
jusqu'a elles et qu'il cristallisc. Ulais on evite cette cause d'erreur si Ton opere 
vomine il suit : dans un ballon ou dans une cornue on inlroduit la solution sursa- 
turee, composee par exemple de 3 parlies de sulfate de soude et de 2 d'eau dis- 
tillee, on cbauffe le liquide jusqu'a t'ebultilion, et Ton ferme I'oriSce sans qu'il 
80)1 necessaire de cbasscr I'air; on promene ensuite le liquide cliaud snr tonte la 
surface interieure du vase pour dissoudre Ies parceiles salines qui pourraient s'y 
trouver, et la solution ainsi preparee reste liquide indefiniment. quelle que soil 
I'agitation que Ton communique au vase. On peut merae, pour ta rendre plus vio- 
lente, introduire dans le vase des corps solides, des fragments de verre, et Teffet 
obtenu reste ie meme; j'ai pu ainsi communiquer a des ballons et k des tubes eon- 
tenant la solution saturee des millicrs de secousses sans jamais produire ta cristal- 
iisalioQ. 
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J*ai (lit qu'aprcs avoir empli les vases de la solution il convenaii de porter le 
liquide a rcbullition; cette opera tioo n'est meme pas necessaire si Ton emploie les 
precautions suivantes pour introduire le liquide : le vase ayant ete recemment lave 
et scche a I'abri des poussieres de Fair, on se sert d*un long enlonnoir ^ robinet, 
dont I'extreinite effilee A doit arriver jusqu'au milieu du ballon [PL I, fig. i). Le 
liquide, verse chaud dans Tentonnoir, s'eeoule par son extremite; quand il n'en 
rcste plus qu'une petite quantitc, on tourne le robinet, Tecoulement s'arretc, et la 
goutte liquide rentre dans le tube; on n'a done pas a craindre qu^elle tombe sur 
les parois froides du vase oil elle pourrait cristalliser. On evite du reste tout con- 
tact du tube entonnoir en Tentourant d'un autre B qui, etant maintenu toujours 
humidc, pent toucher le vase sans y deposer de parcelle saline. Quand on a ainsi 
introduit le liquide chaud, on peut fernier le vase avec un bouchon de liege recem- 
ment lave et Tagiter sans produire la cristallisation. 

On peut aussi conserver la solution sursaturee en la garantissant de Tair exte- 
rieur par une couche d*huile, d'essence de terebenthine, et en general d*un liquide 
qui ne sc melc pas avec la solution et qui soit plus leger qu'elle. Cette experience 
reussit toujours, a la condition expresse d'introduire le liquide sur la solution tres- 
chaude, ou de ne s'en servir qu'aprcs I'avoir agite quelque temps avec de I'eau. 
Cest qu*en effet Thuile et Tessence qui ont sejourne dans le lieu de Texperience 
ont pu se charger d'une petite quantite de sulfate de sonde. II est vrai que ce sel 
est insoluble dans ces liquides; mais s'il s'y trouve en parcelles extremement te- 
nues, il peut y demeurer en suspension a la maniere de certains corps solides qui 
(lottent dans des liquides moins denses (sulfate de baryte, poudre d'emeri dans 
Teau), et en arrivant (inalement a la couche de separation des deux liquides, il doit 
en determiner la cristallisation. 

L'etude des solutions sursaturees d'acetate de soude conduit k des resultats 
identiques. 

j^ Voir lihre agit sur la solution sursaturee de sulfate de soude par une substance 

qiCil tient en suspension. 

Si Ton expose a Fair un vase largement ouvert contenant une solution sursa- 
turee de sulfate de soude, on constate que le liquide finit toujours par cristalliser. 

D*un autre cote, la cristallisation ne se produit jamais lorsque le liquide est 

contenu dans un vase ferme, meme imparfaitement. Ilsuffit, en effet (i), comme 

Ta montre pour la premiere fois Schweigger en 181 3, de recouvrir Torifice du vase 

d'une simple feuille de papier, pour empecher la solidification. Dans ces conditions, 

■ - . - - ■ 

(1) fair p. 169. 
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les elements gazeux de I'air peuvenl jt^netrer dans I'intMeur du vase par suilc des 
variations de la temperaltire ambianlc, ct comme la crislallisntion n'n pas lieu, on 
peut en conclure ([u'ils sout impuissnnts a la produire. CependaQl, comnic I'air e\- 
terieur ne peut facilemont penetrer dans I'interieur dps vases lorsqiie leiir oriliof 
est recouvert d'uo objel quclconquc. j'ai jug^ utile de disposer les experiences sui- 
vantcs : 

Dix ballons a long col, d'onviron -f de litre, ct donl rurilic*> avail de in a 
13 millimetres dediametre, ontcte remplis au tiers d'une meme solnlion de sulfate 
de soude a I'aide de I'entonnoir d^crll p. 180. Je les ai places I'lm pr^s de Taulre 
en faisanl allerner un col horizontal et un col vertioal {fig. 3 ct 3]; uno heure 
aprls. la solution avait cristallise dans les ballons dont le col i^iait vertical : elle 
etait encore linipide dans les cinq aiitres trois mois plus tard. lorsqu'on mil fin k 
I'exp^rience. 

Douze cornues de capacitcs variant de | de litre a 6 litres, remplies le meme 
jour et placees dans la position normale, c'esl-a-dire I'oriflce tourne laternlement. 
sont restees inalterees pendant le meme laps de temps, malgre les variations de 
temperature et I'agitation de I'air exleriour qui renouvelaient I'air contenu dans le 
va3e. 

Cos experiences ont et6 repetees avec des vases de I'ormes el de capatites di- 
verses, et loujours la solution est rcstee limpide lorsque I'onfice du vase a ele 
tourne lateralement, tandis qu'il y avait cristallisation au bout de peu de temps 
lorsque la projection verticale de I'orifice reucontrait la surface du liquide. On 
doit n^cessairement conclure de la que les elements gazeux de I'air sont absolu- 
ment inactif's, et I'on est conduit en meme temps ii eupposer que le pbenomene dc 
la cristallisation est produit par une parcelle solide qui penetrant dans les vases 
rencontre dans sa chute verticale la surface du liquUle. Des experiences nom- 
breuses eonfirment cette manifere de voir. 

Si Ton considere, en effet. une serie de ballons dont le cot a etc maintenu ver- 
tical et dont le liquide a cristallise apr^s une courte exposition a I'air, on recon- 
nait que les crislaux rayonnent a partir d'un centre unique {Jtg. 3), qui se trouve 
toujours compris dans la projection de I'orifice sur la surface du liquide. 

D'un autre cote, touies les circonstances qui s'opposenl ^ la chute des parcelles 
solides dans la liqueur en empecberonl absolunient la sotidificalion : 

1" Veut-on conserver liquide une solution sursaturee de sulfate de soude, il 
n'esl pas necessaire de la placer dans un ballon a long; rol ou une cornue; un simple 
tube suffira, pounu qu'on I'incline de telle sorte que les parcelles solides qui pe- 
netreront par son orifice ne renconlrcnt pas immi^diatement le liquide. Une incli- 
naison de 3o ^ 4" degr6s sur I'horizon suffil en general pour que la .solution restc 
indefiniment intacte dans des tubes de i5 a ao millimetres de diamelrc [Jig. 4). 
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a" J'ai <le plus constalt; que la solullua crislallise il'aulant plus facileraeal (]D'eUe 
psl plus largemcnt exposrc a U cliule dc parcellcs sol'idea. Ti'ois matras de i Hire 
i>taieni reiuplis ,iu quart tie la meme solulioo sojsaturee; on portait le liquide a 
rebulliliou et od Ics plagait I'un pres de I'aulre, apr^9 avoir coifTe te col de cbacun 
d'eux avec an capuelioa dc papier pcrce d'un irou circulaire. Les dianieli-es de ces 
orifices etaient i"'",5, 3"", 5 et iS^^.o; on trouvait en general le niatras le plas 
decouvert rrislalllse aprfes une lieure ou deux. Dans le vase dont I'orifKe elait de 
'i"",5, la crislallisation n'apparalssait qu'apres dix ou quinze lieures; entin la so- 
lulioii couverte du papier dont I'orifice etait le plus elroit esl souvent resteo ioaU 
leree pendaul plusieurs jours. J'ai permute circulairement les diaphragmes pour 
^viler loute objection tiree de la nature dos vases, et dix fois consecutivcs Les 
incracs effets se sont reproduits dans le uieme ordre. 

3" II ne suffit pus qu'une parcelle solide puisse penetrer dans I'interieur du vase, 
ii faut encore que rien ne I'empeche d'arriver au contact du liquide: c'esl ce qui 
rt'sulte de I'experience suivanle : 

J'ai dispose I'un pres dc I'autre Irois rnatras remplis au tiers de la meme solution 
sursatureu et dont le col portait no bourbon traverse par un tube droit ouverl il'eD- 
viroo 1 miitre de longueur {fig. 5); les dianietres des tubes etaient g, G ct (^ rail- 
limetres. Trois autres matras semblahles etaient disposes pres des prec^dcuts et 
recouverls de papiers percea d'oriQees presentant les memes dianietres de 9. 6 et 
4 millinielres. Au boat de quelques beures, la cristallisation av»it toujours lieu 
dans ces derniers matras; elle se produisait bien plus Icntement dans les autres : 
ainsi. dans le matras dont le tube elait lo plus large, la solution ne cristallisa 
qu'au bout de dix jours; dans oelui dont I'oriSce etait de 6 millimtitres, apnea 
quinze jours, el I'autre etait encore intaol au bout de trois mois quand on mil iin 
;i rexperience. Le phenomene se irouve ainsi considerablemcnt retarde quaod 
Touverture du vase se Irouve a I'extremile d'un long lube. On se rend compte de 
cet cffet si Ton considere que les parcelles solides qui peaetrent par I'orifice sont 
pour la plupart arretees par les parois du tube sur lesquelles elles s'appliquctit, e( 
n'arrivent que tres-dinicilement au ronliict du liquide. Si le tube est large, la cbule 
verticale est tres-facile, et Ton observe alors que la crislallisation part toujours d'un 
point situc dans le prolongement de I'axe du tube, uomme oa le voit sur la fig. 5. 
Mais si le tube est elroit, ou bien 3' i In' est pas lout a fait cylindrique, ou encora 
s'il n'est pas vertical, les particules solides sont arretees dans leur cbute. et I'ou 
observe que la solution reste indefinimeal liquide. On con^oit, d'aprescela, ce qui 
ai'rivera lorsque le tube sera capillaire : il n')' aura jamais crislallisation, mais il est 
facile de s'assurer que les forces dilos capillaifes n'ont rien a faire avec rcxplicalion 
de ce retard, el. en effet, qu'on prenne un vase surmonte d'un tube capillaire el 
roDtenant la solution, qui a ete maiulcnu longleinps dans un laboratoire sans taur- 
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nifesler d'allfiration, qu'on I'lnciine de mnniere ii amener \e litiiiide dans la poMion 
capillaii'e ilu tube, on verra la rristatlisation commeiicer qiiaod le liquidc arrivfra 
en un [>oint t)u tube raplllaire plus ou moms rapproche de t'orificc. 

4° (I est line circonstancc qui a sur le plienomtine que uous etuilions tine graade 
^€nce, c'est I'agilation ile I'jiir ou plalot des parcelles solides qui s'y Irouvent 
ispcnsion. Toutes choses ^gales d'aillciirs, la crista tlisati on se produit bicn 
I Tapidement lorsqu'on sfiulfere les pousslferes dans le voisinage dcs appareils. 

S'il est vrai que ce sont ties parcelles solides eu suspension daus ratmusphtro 
qui produisent la rristallisation de la solution sursaluree, on iloil pouvoir rcndre 
I'air absotument inartif en le depouillant dc tout corps solide. C'est ce que verifle 
pieincmenl I'experience <;it^ p. 17/1. oil Pair esl tamise sur du colon; seulemenl 
«llc nf:ci;ssitc, pour elre concluante, des precautions que Lcervel u'a pas prises el 
qui I'oDl conduit a cooslater qu'ellc ne reussit pas towjours. Pour eviler riolro- 
dnction arci<lrntelic des parcelles de sulfate de sonde qui, commc nous I'avons vu, 
detcrniiDcraicnt la cristallisation, il convient dc lavcr prealablemeat lo coton et de 
h s^cher dans un enlonnoir lave atissi et garanii contre les poussifercs du labora- 
toire. On I'ioti'oduit dans un tube A prealableuieiit lave {Jig. 6}; on I'ajustc par un 
i^outrhouc avec t'un des deux lubes B qui traversent le bouchon du matras M con- 
lenant une solution sursaturee cbaude de suKale de soude. On laissc le liquide 
Mprendre la temperature anAiante, ee (jui exigc un temps assez long, vu la viscosite 
du liquide et son peu dc conductibilile pour la cbaleur; puis on met le tube C de 
la fiole en communication avec un grand Hacon qui fonclionne comme aspirateur 
ou micux avec un tube a Irois voies T. dans lequel un courant d'eau sortanl du 
robinet R produit I'aspiration par un mouvemcnt de trompe. Lorsqu'on a evit^ dc 
laisBcr du sulfate de soude dans les tubes de raccord, I'experience peut elre eonti- 
QU^c indeiiniment sans que (a liqueur cristallise. 11 n'esi pas neccssaire d'avoir 
recours a une liltralion sur une epaisse couchc de colon pour oblenir ce resullat: 
il Huffit de faire circuler le courant d',qir dans un tube qui prescnle des sinuosites 
telles, que les parcelles solides puissenl s'arcumuler dans les angles. Ainsi, sur le 
malras d'un appareil semblable au precedenl, j'ai ajuste au lieu du lube 11 un lube 
presentant environ i^.So dc developpement el un diamelre de 4 milliinfetres. cun- 
toume comme I'iodique la_^^. 7. 

Dans une premiere experience, j'ai fait passer lentement 80 litres d'air pendant 
seize jours, ce qui fait en moyenne 5 litres d'air par jour, et la solution n'a pas 
cristallist^. Dans une scconde experience qui a dure cinquanle-cinq jours, le cou- 
rant d'air inainteou avec la meme vllesse n'a produit encore aucun effet. II n'cn est 
pas de meme lorsqu'on augmente considerablement la vltesse du courant d'air: !a 
crislallisatioD se produit alors rapidemeot; el cela se comprend, car les parcelles 
solides peuvenl se deposer dans !e tube lorsque I'ecouloment s'cffcclue avec len- 

35. 
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teur, mais dies soot au contraire eatraiaecs ile proclie en proclie jusquc daos la 
solution si le couranl est lapide. Du reste, on ne peut pas attribuer I'effet produit 
au frotlemcnt contre le verre. car il sufBt de fairc moQler le liquide sursaturi 
dans le tube pour le voir crisLalliser imniediatement au contact des substances de- 
posees. 

On peul tirer les nieines consequences d'une experience semblable a celle dee 
liallons a cols sinueux dc M. Piisteiir. Dans un ballon a long col on introduit la solu- 
tion sursaturee, on elire le cot a la lampe en Uii donnant unc forme sinueuse {fig. 8), 
puis on cliaufTe le liquide jusqu'a I'ehullition pour que la vapeur d'cau dissolve les 
cristaux qui pourraient se trouver dans I'inlcrieur du ballon ou du col; le vase 
ainsi prepare se conserve indefiniment sans cristalliser. J'en ai prepare une viiig- 
laine qui sont rcstes inallcres dans le laboratoire. rnalgrc les variations de tempe- 
rature qui avaient dii renouveler plusieurs fois I'air contenu dans le ballon. 

Cette substance solidc dont nous sonimes conduits a supposcr I'existence au 
sein de ratmosphi-'re se depose a la surface de tons les corps et leur communique 
la propriete de determiner la ci-istallisation par le simple contact. Ainsi, que Ton 
pi'cune un tube dispose comme il est dit p. i S i {fig. 4)< que Ton touche te liquide 
livec un objet quelconque, une tige melalliquc, une baguette de bois, un brin de 
paille, expose longtemps k I'air et couvert d'une couche de poussiere, on determi- 
nera immcdiatement la cristallisatiou. On obtiendra le meme effet si I'objet ii'esl 
couvert que de eette couche invisible de poussiere deposee apres line courte expo- 
sition a I'air. Ces experiences reussissent aussi bien dans les habitations que dans 
les laboratoircs. 

Lorsqu'on repiite avec racelale de soude des experiences semblables aux prece- 
tlentes, on constate que toutes les fois que la solution de sulfate de soude ne cris- 
Lillise pas, il en est de meme de I'acetale; mais on observe de plus que les solu- 
tions d'acetate de soude peuvent eirc exposees a I'air ou touchees avec des objets 
converts de poussiere. Elle n'a lieu que dans les laboratoires ou Ton a manipule 
<'ette substance, lorsqu'on touche la solution avec les poussieres qui s'y sont de- 



Le corps solide qui agit sur les solutions sursaturees de sulfate de soude est done 
sans effet sur les solutions d'acitate de soude. La cristallisation de ces deux li- 
queurs n'a done pas une cause unique. C'est ee qui ressortira mieux encore de I'e- 
lude ulterieure du pbenomene. 

On peut aussi tirer de ce qui precede cette consequence, que la cristallisation 
devant etre altribuee au contact d'un corps solide, il devient inutile d'essaycr Tac- 
tion des elements gazcux de ralmospbere, ce qui facilite la solution du probleme. 
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13*! le corps soUde qui determine la cristaUisalion de la solution sursaluree devieni 
inactif a partir de 33 degre's pour le sulfate de soude et de 78 degris pour V acetate 
de soude. 

Les experiences (lui precedent coodulsenl a altribuer la ci-lslalUsalion sulj'ile de 
la solution sursuturee de sulfate de soude a une matiere solide, liabiluelleineni dis- 
seniinee dans ratmosphere, qui se depose ii la surface dfs corps avec les aulres 
poussiferes el Icur communique sa propriete. Ziz avail reconnu, en i8id, que ces 
corps, snuf te sulfate de sonde lui-meme, deviennent inactil's lorsqu'oa les .1 
cliauffes !i une temperature qu*il n'indique pas. Lwwel annoDQU que les baguettes 
de verre perdaient loule action de 36 a 40 degres. el d'antres corps vers 100 de- 
gres. Suivant Schroder, ils soat tons inactifs a ta temperature de I'eau bouillante. 
M. Cli. Vioilctte indique les limitcs do 100 a i4o degres. Je me suis attache, en 
presence du vague de ces nombres, a determiner cette temperature d'uoe manicre 
precise; pour cela je prenais une serie de six baguettes taissees depuis longlemps 
a I'air et qui pouvaient, par consequent, faire cristalliser la solution de sulfate de 
soude, je plagais chacune d'elles dans un ilacon [fig. g) pour la garantir des pous- 
siferes de I'air et je les chauffais au bain-marie; quaud elles etaient depuis un 
quart d'lieure a une temperature constanlc, je les relirais avec precaution et je les 
essayais immediatement sur des solutions sursaturees. J'ai trouve, par une serie 
d'essais successifs, que les corps chauffes au dela de 33 degres ne conservent au- 
cune action sur la solution sursaluree. Le meme effet se produit quand les objels 
sur lesquels on experimente, tiges de fer, de cuivre, baguettes de verre, onl ete 
exposes au soleil, et que la tcmp^ralure de tous leurs points a depass6 la limite 
que je vicns d'indiquer; cette tcmpt^rature se determine du reste avec une tres- 
grande exactitude si I'on emploie des ihermometres au lieu des baguettes de verre 
dont il a etc question plus haul. 

L'air atmosplierique. avec les parcelles solides qu'il contient, devient aussi coni- 
pletement inactif lorsqu'avant de le faire penetrcr dans le malras qui contient la 
solution on le porte a une temperature superieure a 33 degres en le faisanl passer 
dans UD lube enloure d'eau chaude. II suffisait. dans I'appareil [fig. G), de 
placer le tube A vide a travers un bain-marie. La ctialeur agit de la meme maniere 
sur toutes les substances qui produisent la crislallisation, sur le sulfate de soude 
lui-meme, comme je I'ai fail voir p. 178; on peut done conclure de ce qui precede 
qu'au delk de 33 degres la substance k laquellc il faul altribuer le phenomene qui 
nous occupe devient complelement inactive. 

Lorsqu'on soumet les solutions sursaturees d'acetate de soude a des experiences 



too RECBEItCflBS 

aniilogiics au\ prccedenles, on constate que Ics substances peu nombreuses, menie 
dans les laboratoires qui en determinenl la cristallisation. conservent cetie pro- 
ppi)^te fi la temperature de 34 degres; mais si Ton continue I'action de la ciiaieur. 
on Irouvc qu'a une temperature comprise entrc 77'*,2 et 77'',g elles perdent lout a 
coup la proprietn qu'elles avaient conservee jusque-I&. 

Nou6 avons deja ete conduits a supposer que ce n'est pas la memc substance qui 
determine la eristallisation des solutions sursatur^es de sulfate et d'acctate de 
soude; ccltc maniire de voir se Irouve ainsi pleinement confirmee par IVHudc de 
I'influcnce de la temperature. 



4° Le eorjts solide qui/nit cristatliser la solution sunaluree est soluble dans let 
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On savait depuis Ziz que les ohjets quelconqucs perdaicnt toutc action sui 
liqueur sursaturee quand ils otaient mouilU's; comment Teau a^il-ellc dans cfls 
cireonstanees? Les experiences sutvanlcs prouvenl qu'clle dissout une matiere de- 
pos^e a la surface des corps dont le contact produit la crisUillisation. 

t" SiK baguettes Iraversant chacune un bouchon de li^ge elaicnt lavees a I'eau 
oi-dinaire et plongees encore humides dans des tlacons au fond desqueis titait une 
couche d'acidc sulfurique; quand tes baguettes etaient seches, on les retirait des 
llacons pour essayer leur action sur la solution sursaturee. Plusieups series d'ex- 
periences ont ete faitcs de celte maniere, et jamais il n'y a eu cristallisation; la 
substance active avail ite enlevee par des lavages, et le corps solide sup lequel elle 
s'etail deposee devenait inactif. 

Les poussieres qui se deposent lenlement dans Pair el dont Taction est si nelte 
sur les solutions sursalurees peuvcnt aussi etre rendues completement inactives par 
tin simple lavage k I'eau distiil^e. Mais il faut opSrcr la dessiccation h I'abri du 
contact des matitres en suspension dans I'air qui pourraient leur reodrc leur pro- 
priety; il faut aussi ne pas faire intervenir Taction de la cbaleur qui les rendrait 
inactives dans Ic cas merae oil le lavage ne produirait pas eel effet. II suffit, pour 
realiser ces deux conditions, de jeter les poussieres sur uti flitrc, de les laver et de 
couvrir completement Tentonnoir d'une feuillc dc papier et de les latsscr s^cher 
spontanemcnt. Au bout de vingt-quatre bcures, les poussieres ainsi lavees et s^- 
chees sonl absohimcnt sans action sur la solution sursaturee. 

2° Une autre exp6rience m'a quelquefois permis d'observer la dissolution de 
celte snb.'itance active. Nous avons vu que Gay-Lussac avail protege !a solution au 
moyen d'une couclie d'huile ou d'essence dc terebenthine versee sur la solution 
encore rliaude, et on avail remar<|U(? que lors<|u'on perce colte couche protcctrice 
avec un corps solide expose a Tair, on determine la solidification du liquide. Au 
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lieu (I'huile j'ai mis une couehe de sulfure Ue carbone dans !e col d'un ballon 
rempli i fig- 10). afin de pouvoir facilenient elendre au-flessus une couchc d'cau. 
Dans ces conditions, lorsqu'on introduit lentement un corps solidc prcalablemenl 
expose a I'air, il ne produit aucun cfTet lorsqu'il arrive an contact de la solution 
suliiic, le corps ayant perdu la substance active en traversnnt I'eau. 

La couehe de sulfure dp carbone pent du reste elre supprimee. el I'on pent de- 
poscr a la surface de la solution concpntree une couehe d'eau parfaitcnienl dis- 
liocte. L'iinmersion lente d'un corps solide ne produit encore aucun effet; mais si 
ce corps a sejourne pendant tres-Iongtenips dans on laboraloire. la matiere soluble 
dans I'eau qui le recouvre est abondantc, el on la voit se detaeber dans la eoucbe 
d'eau distillee sous forme de longs filets qui se dissolvent pendant leur cbuie, ei 
lorsque la trainee vient jusqu'a la surface de separation de la solution conrentrec 
et de I'eau, immediate ment so produit la cristallisation. 

3" Enfin il m"a paru qn'il n'etait pas sans int^rel dc soumetlre a une sorle de 
lavage I'^ir ordinaire puisedansun endroitquelconque, devoir Tinfluenee de cette 
operation sur le pbcnorai'ne, et de rccueillir la matii;re que I'eau enleve aux objets 
qui ont sejourne longtemps a I'air. 

Je devais me preoccuper de laver une masse d'air considerable avec la plus pe- 
tite quantite d'eau possible, afin d'essayer d'y saisir cette substance facilemenl al- 
terable par la chaleur, sans etre oblige d evaporer des quanlites d'eau considerables. 
Je fus ainsi conduit a disposer I'appareil suivant {fig- ii). Dans un malras M con- 
tenant la solution sursaturee, je determine un appel d'air dans le tube C par une 
trompe T fonctionnant d'une maniere continue au moyen d'une prise d'eau R; un 
second tube B qui traverse le bouchon et penctre jusque dans la liqueur est retie 
d'autre part en A avec un tube incline de 4 millimfelres de diametre el de i metre 
de longueur. Quand I'aspiration est produite dans le ballon, I'air du tube s'y t-end 
en traversaot la solution sursaturee; i( se prod nil done a t'orificedu tube un appet 
tl'gir. Si Ton y place quclques goutles d'eau. I'air les souleve. elles monlent le 
long du tube qu'clles mouillent, diminuent graduellemenl de longueur, et quand 
on en voit une disparaitre, le liquide qui mouillait le tube s'etant en meme temps 
accumule a la partie inferieure refbrme la goulte qui recommence, sa marcbe as- 
[^ensionnclle, poussce par I'air qui entre; cet effet se continue avec une regularite 
parfaite tant que I'aspiration se produit. Cette disposition facilite singulierement 
le lavage du gaz: en effet, cbaque bulle d'air qui entre dans le lube y eircule en- 
vetoppee par une sorte de gaine liquide sans cesse en mouvement, et qui amene 
par I'agitation toutes scs parties en contact avec la surface humide. Mais il est bien 
evident que pour que la bulle d'air ait ete par tous ses points en contact avec le 
liquide, il faut que son mouvement n'ait pas ele Irop rapide, sinon il pourrait se 
faire que le lavage lut incomplct; or ta duree du contact pour des tubes de memc 



lS8 RECBEJICHES 

(jiainetre varie avec la longueur du tube et la vitesse du couranl d'air. II y aura 
done, pour une certaiue lougueur de lube, une vilesse qu'il convieiidra de nc pas 
depasser, si I'un veut etrc sur que I'air a cede a I'eau luules les parctdles solides 
qu'il (lontient; on pourra du rcste augmi'nter aulauL qu'on voudra la valour de la 
vUessc, CD dounant au lube une plus grande longueur. Dans touH les cas, il con- 
vieut que la vitesse soil telle, que la goutte d'cau parcoure la plus grande longueur 
possible avant de dlsparaitre, car la duree du contact est alors la plus grande rt le 
lavage le plus parfait. J'ai reconnu ainsi que I'alr ordinaire, puise dans le labora- 
tolre et qui circubiit dan.s uu tube de 4 ni ill inie Ires dc diametre avec uue vitesse 
de tSo centimetres cubes par minute, ne determinait plus la cristallisatlon quand 
la longueur du tube etail de 4 mfetrcs. 

Lomqu'on doublait la vilesse du courant d'air, la cristallisation se produisait. 
Dans ce cas, on rempecbail encore en augmentant [a longueur du tube. L'appareil 
qui lu'a ser\i le plus souvcnt. et qui est representeyf^. la. elail forme de qualrc 
lubes pareils de i metre de longueur et de 4 millimetres de diametre. iucliues 
ahernativement daus uu sens et dans I'autre, et coudes de telle facon qu'une goutte 
d'eau put clrculer dans cbacuu d'eux. 

Lorsqu'un courant d'air passe dans un appareil de ce genre, il enlL-ve dc I'eau 
aux goutles qui circulent et dlminuc graduellement leur volume; aussi est-il 
necessaire de presenter a I'orifiie du lube un peu d'eau dislillee pour compenser 
ces pertes, qui deviennent eunsidombles on ete : il sullit, du resie, de faire cetle 
operation deux on trois fois par vingl-qualre lieures pour que l'appareil fonc- 
lionne indefinimenl sans que la crislallisation se produise. On pourrail craindre 
aussi que I'air, penetrant humide dans la solution, n'y introduise peu a peu assez 
(i'eau pour la transformer en solution non sursaluree : cet ell'et ne pent guijre se 
produire. puisque I'air qui la traverse est saturp de la vapeur d'eau qu'elle emet- 
Du resle, pour eviler tout inconvenient de cette nature, j'ai toujours oper6 sur 
des solutions tres-concenlrees [n parlies de sulfate de soude et i d'eau), et j'ai 
en soin, apres cbaque experience, de verifier la sursaturation dc la liqueur. 

J'ai fail passer ainsi dans une solution de sulfate de sonde un courant d'air Iav6 
pendant neuf jours et un quart, avec une vilesse moyenne de i5o centimetres cubes 
par minute, ce qui fait environ 2000 litres d'air. L'experience ful r^pelee avec des 
solutions dilTerenles preparees dan? des appareils dilTcrents, et le couranl d'air 
passa sans jamais produire la crislallisation. que je delerminais loujours en enle- 
vant le lube et laissant passer dans la liqueur le courant d'air non lave. 

II est done ^tabli par ces experiences que I'air ordinaire abandonne a I'eau sa 
propriety de produire la crislallisation, et comme nous avons moutre qu'il la doit 
!) un corps solide. nous ponvons conclure que ce corps est soluble dans I'eau. 
Pour ce qui wncerne I'acetate de sonde, j'ai dil que la poussiere des lieux tiabinis, 
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el en genf;ral les corps dont le contact fait crislalliser le sulfate de soude, n'ont 
aucune action sur t'acctatp; j'ai cxcepte les objets qui sejuurnenl dans !e labora- 
toire oil se font iC3 experiences. Des essais aoalogucs aux prcc^denls font vdir 
qu'on leur enltve toute action si on les mouille atcc de I'eau ordinaire ou distiller. 
n faul en conelure que le corps solide qui determine la cristallisalion des solii- 
lions sursaturces d'acelale de soude est soluble dans I'eau. 

5" la siihslance qui /ail crislalliser les solutions sursaturces pcrd sa proprietd quand ellv 
a sejourne quclque lemps dam line atmosphere saturee d' liumidite ; elle ne la repreiul 
pas dans I' air sec. 

On prend unc serie de baguettes auxquellcs une longue exposition a I'air n 
communique la propnele de dt^terminer la cristallisalion, et pour s'en assurer, du 
reste, on en essaye quelques-unes, et on les ajuste dans des llacons au fond des- 
quels se irouvc une couclie d'eau. Apres un sejour de quelques heures, on liouve 
qu'elles sont tout a fait sans action sur la solution sursaturee. On introduit les 
baguettes qui n'ont pas etc essay^es dans des flacons qui contiennent un pen d'acide 
sulfurique- et on les y laisse sejourner plusieurs jours, puis on les amene au con- 
tact de la solution sursaturee, et t'on constate que la dessiccation ne leur a pas 
rendu leur propriety. On se trouve done en presence d'un corps qui ofTre cetle 
propriete singuUere, de subir dans I'air bumidc une modification qui ne disparait 
pas lorsqu'on I'expose longtemps dans un milieu qui absorbe ia vapeur d'eau. Les 
memes experiences, r^petees avec une solution sursaturee d'acetate de soude, con- 
duisent aux memes resultats. 

6" La substance qui fail viistalliscr les solutions sursalurees de sulfate et d'acelale 
de soude est insoluble dans I'e'ther, I'alcool, le chhrofoime, le sulfure de carhone el 
Us huiles. 

Si Ton plonge dans ces differents liquides des baguettes exposees longtemps ^ 
I'air et qui ont la vcrlu de determiner la crislallisation, on constate qu'elles la 
conservent encore apres une immersion longtemps prolongee; d'oii Ton peul con- 
elure que la substance deposee sur ces corps n'est pas soluble dans ces liquides. 
Cette insolubilite peul meme donner lieu & des meprises : il sufHt, en effet, que 
des flacons contenanl ces substances aienl ele longtemps ouverts pour que la ma- 
lifere dont il s'agil s'y soit introduite et ait communique aux divers liquides la 
propriete qu'elle possfede. II suit de la que si Ton doil essaycr leur action sur la 
solution sursaturee, il faut prealablement les agiter avec de I'eau, ou bien encore 
porter leur temperature au dela de 33 ou de 78 degres, suivant qu'il s'agira du 
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liquides eus-memes. C'esl cetle circonstancc qui a irompe Loewel lorsqu'il a cru 
pcconnaitre a t'alcool la propriety de faire cristalliser la solution sursaluree de 
sulfale de soude (i). TJu reste, au contact de ce liqulde. les solutions concentrecs 
laisscul (leposer dcs crlstaux aboudants : ce n'est pas I'hydrate, NaOSO*, loHO, 
qui se produit dans cette circonstaiice, mais I'autre bydrate, NaOSO', 7HO. et la 
portion reslec liquide est unc solution sursaturee du sel ordinaire. 

Toutes les experiences qui precedent ont ete repetees a des temperatures diffe- 
rentes et avec des solutions diversernenl concentrees de sulfate de soude; elles ont 
loujours donnt^ les memes resuUats. La scuie particularite que Ton observe lorsque 
la temperature descend au-dcssous de 10 degres ou lorsque !a concentration de 
la liqueur est grande, e'est Ic depict de beaux cristaux signales par Ziz et Faraday, 
el etudies par Loewel (-i), qui a fix6 leur formule NaOSO*. 7IIO, ceux-la memes 
qu'on obtienl par Taction de I'alcool : du reste, la liqueur qui les contient est 
encore sursaluree. Ces cristaux de sel moins bydrale, exposes au contact de I'air 
ou des corps quelconques, perdent leur transparence el deviennent graduellemenl 
opaques et blancs a parlir du point louche. Ce plienomtnc curieux, depuis long- 
lemps connu, n'a jamais re^u d'explication; voici, je peuse, comment on pent s'en 
rendre comptc. Ces cristaux dd sulfale a 7HO se deposent par coucbes superpo- 
sees au sein de la solution de sel a loHO; comme lous les cristaux, ils empri- 
sonnenl dans leur ioterieur une petite quantile de ce liquide disseminee dans toute 
leur masse, et qui de plus les baigue cumplctemcnt. Si done on vicnt k les toucher 
avec UQ corps expose a Pair, la solution de sulfate a loHO se prend en masse, la 
rristallisalion se propage de procbc en procbe, et les petites quanlites de liquide 
qui penelraient les cristaux a 7HO, se solidillant, les rendenl opaques et blancs; 
I'efl'et eslle nieme que lorsqu'on pulverise unmorceau de glace transparenle pourle 
transformer en uue masse d'autant plus blancbe que les fragments soul plus pclits. 

En resume, la serie des experiences qui precedent nous conduit i attribuer la 
crislailisation subite des solutions sursaturees de sulfale de soude k un corps solt'tie, 
alterable a 33 degres. soluble dans t'eau el insoluble dans iether, I'alcool, etc., qui 
perd sa propriete dans I air humide el ne la retroitve pas dans une atmosphere desse- 
chante. 

D'un autre cole, nous avons vu qu'il est une substance dont reffet sur la solution 
sursaturee est infailltble, c'est une pareelle meme de sulfate de soude; el ce corps 
se deshydrate lorsqu'on le porte a une temperature superieure ii 33 degres, et dans 
cet etat de sel anhydre il devient lout a fait ioactif; de plus, il est soluble dans 
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I'pau. insoluhle dans I'ether, rakool, etc. Mais corameol se comporte-t-il qiinrnl 
on le met successivement dans I'air sature d'liumiditi et dnns fair prive de vapcur 
d'eau? c'est ce qu'il etait inleressanl de savoir. A ret ofFel, j'ai plonge dans des 
Bacons renfermanl une petite quantite d'eau des baguetles de verre prealablement 
recouveptesd'unecouehe de sulfate de sonde ordinaire; an boutdequelques hcures, 
la vapeup d'eau s'etail condensee sur ses crislaux, et ils ^laient emiferemenl dis- 
sous, si Lien qu'cn touehant avec ces baguetles la solution sursaluree on ne pro- 
voquait plus la cristallisation. Pour suivre jusqu'au bout I'experience comparative, 
j'ai pris quelques-unes des baguettes sur lesquelles s'etait condensee la vapeur 
d'eau, el je Ics ai mises dans des flacons donf I'air etait desscche par une certaiuf 
quantite d'acide sulfurique. An bout de quelques beures, I'eau qui seinblait b-s 
couvrir parut presquc completeraent evaperte et des erislaux apparuretit ii la sur- 
face du verre. Je retirai ces baguettes, et en les plongeant dans une solution sursa- 
luree je les trouvai com pi element inactives : les cristaux n'etaieul done pas de sul- 
fate k ro equivalents d'eau. En repetanl I'expcrience, je reconnus en efl'el que la 
solution de sulfate de sonde se coneentrail par evaporation sur la baguette, deve- 
nait sursaluree et abantlonnait, comme dans les cas oii elle est tri?s-concenlree, du 
sulfate de soude a 7 equivalents d'eau, impuissant tomme nous I'avons vu a pro- 
voquer la solidification. Du reste, pour roettre ce dernier point tout a fait Iiors de 
doDte. j'ai fait a froid une solution de sulfate de soude que j'ai laissee dans le 
vide sec se concenlrer lentcment. Au bout de quelques jours, la solution avail con- 
siderablement diminu^ de volume et avail deposd des cristaux. Je trouvai, en met- 
tanl fin a I'esperience, que la liqueur etait une solution sursaluree de sulfate de 
soude ordinaire, et les cristaux etalent de sulfate a 7 equivalents d'eau. L'acetate 
de soude se comporte d'une faQon tout a fait analogue. 

II y a done, entre les propi'ieles du sulfate de soude et celles de la substance que 
nous sommes conduits a considerer comme la cause de la cristallisation subite de 
la solution sursaluree, une similitude si complete, que Ton serail presque en droit 
d'af^rmer que cette substance n'esl aulre ctiose que le sulfate dc soude lui-meme. 
Mais, pour que cette conclusion soil legitime, il faut s'assnrer qu'il n'y a pas d'autre 
corps qui jouisse de la propriete de faire cristatiiser la :^oIlltio^ sursaluree de sulfate 
de soude. C'est dans ce but que j'ai fait I'essai d'un grand nombre de substances. 



Kssa'i de diverses substances sur la solution sursaluree de sulfate 
de soude. 

La facilite avec laquelle on pent conserver, comme jc I'ai dit, la solution sur- 
saluree de sulfate de soude dans des lubes inclines [Jig. 4). permct de faire en peu 
de temps I'essai d'un grand nombre de substances. Je me servais, pour cette op6- 
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ration, de baguettes de verre que je plougeais, apres les avoir soigneusement 
lavees, et quaad elles etaient encore leg^rement humides, dans les vases contenant 
la matiere a essayer. La tige s'entourait ainsi d'une couche plus ou moins epaisse 
de la substance; je la retirais lentement et j'introduisais son extremite au sein du 
liquide sursature. II n'y avait qu'une precaution a prendre, celle de ne pas tou- 
cher avec la tige les parois du tube sur lesquelles il restait quelquefois des cristaux 
de sulfate de sonde que Ton aurait pu ainsi detacher et amener au contact de la 
liqueur. On aurait alors observe la cristallisation dans les cas oil la substance 
essayee etait elle-meine inactive. G'est pour eviter cet inconvenient plus facilement 
que j'ai employ^ des baguettes de verre de petit diamfetre ou des aiguilles d'acier. 
Le tableau suivant contient les noms des substances dont j'ai essaye Taction sur 
la solution sursaturee de sulfate de sonde. 



Corps simplea. 

Arsenic. 

lode. 

Soufre. 

Aluminium. 
Argent. 
Bismuth . 
(^^dmium . 
Cuivre . 
Fer. 

Magnesium . 
Mercure. 
Nickel . 
Or. 

Platino. 
Plomb. 
Thallium . 
Zinc. 

Acides. 

Ars^nicux. 

Borique. 

Molybdiquc . 

Titanique. 

Tungslique. 

BcnzoYque . 

Citrique. 

Gallique. 

Oxaliquc. 

Picriquc . 

Pyrogallique. 

Rac^mique. 

Succinique. 



Tannique. 
Tarlrique. 
Urique. 

Ozydea. 

Argent. 
Baryum . 
Calcium . 
Cerium. 
Magnesium. 
Plomb. 
Potassium . 
Sodium . 
Strontium. 
Zinc. 

Sesqniozydes. 

Alumine. 
Colcothar. 

Biozydes. 

Barvum. 

w 

Cuivro. 
£]tain. 
Manganese. 
Mercure . 
Plomb . 

Minium. 

Snlfares. 

Arsenic (orpiment). 

» (r^lgar). 
Barj'um . 
£tain . 
Fer. 



Plomb. 
Mercure. 

Cblorores. 

Ammonium. 

Antimoine. 

Baryum. 

Cadmium . 

Calcium. 

Cobalt. 

Cuivre. 

£tain. 

Fer. 

Magnesium. 

Manganese. 

Mercure (calomel). 

» (subl.corrosif). 
Nickel . 
Plomb . 
Potassium. 
Rubidium . 
Sodium . 
Strontium. 
Zinc. 

Bromnres. 

Ammonium. 
Cadmium . 
Potassium. 
Zinc. 

lodnres. 

Cadmium. 
Plomb. 
Potassium. 
Sodium . 



Flnomres. 

Ammonium. 
Calcium . 

Gyannres. 

Mercure . 

Ferrocyanure de stront. 

B de potass. 

Ferricyanure de potass. 
Sulfocyanure de potass. 

» do mercure. 

Ars^niate d'ammoniaque. 

» de potasse. 

» de sonde. 
Ars^nite de potasse. 
Antimoniate de potasse. 

Azotates. 

Ammoniaque. 
Argent. 
Baryte. 
Bismuth . 

» (sous-sel). 
Cadmium. 
Cobalt. 
Cuivre . 
Manganese. 
Mercure (Hg'O). 

» (HgO). 
Plomb . 
Potasse. 
Soude. 



SUR 



Strontiane. 

Urane. 

Zinc. 
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Fer. 
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Potasse (Sous-). 

Soude. 

Zinc. 



Borates. 

Chaux. 

Plomb. 

Potasse. 

Soude. 

Strontiane. 

Carbonates. 

Ammoniaque. 

Chaux. 

Baryto. 

Cuivre. 

Fer. 

Magnesia (Sous-). 

Mangandse. 

Plomb. 

Potasse. 

Soude. 

» (Sous-). 

» (Bi-). 
Strontiane. 

» (Sous-). 
Zinc. 



lodates. 



Baryte. 

Potasse. 

Soude. 

Snlfetes. 

Argent. 
Alumine. 
Ammoniaque. 
Barvte. 
Cadmium . 
Chaux . 
Cobalt. 
Cuivre. 
£tain. 
Fer. 

Glucine. 
Lithinc . 
Magncsio. 
Manganese. 
Mercuro (Ug'O). 
« (HgO). 
Nickel . 



Plomb. 
Ammoniaque et magnfeie. p^t^gg^ 

» ct alumine. 



Alumine et potasse. 

Cadorates. 

Baryte. 

Fer. 

Magn^ie. 

Potasse. 

Soude. 

Ghromates. 

Argent. 
Baryte. 
Mercuro (Hg^O). 

» (HgO). 
Plomb. 

» (Sous-sel). 
Potasse. 

» (Bi-). 



Soude. 
Urane. 
Zinc. 

Sulfates doubles. 

Alumine et ammoniaque. 

» et chrome. 

» ctfer. 

» ct potasse . 
Ammoniaquo et fer. 

» et magnesic. 
Fer et cuivre. 
Zinc el magn^sie. 

Phosphates. 

Ammoniaque. 
Baryto. 
Chaux . 
Cuivre. 



Magndsie. 
Mangan6se. 
Plomb. 
Soude.' 
Strontiane. 

Ammoniaque et magn^sie. 
» et soude. 

Fluolitanate de potasse. 
Fluosilicate de potasse. 
Hypophosphito de baryte. 
Hyposulfito do soude. 
Permanganate de potasse. 
Silicate de potasse. 
Stannate de soude. 
Tungstate de soude. 

Acetates. 

Ammoniaque. 

Argent . 

Baryte. 

Chaux. 

Cuivre. 

Manganese. 

Mercuro. 

Nickel . 

Plomb. 

» (Sous-). 
Potasse. 
Soude. 
Strontiane. 
Urano. 
Zinc. 

Citrates. 

Ammoniaquo. 

Baryte. 

Chaux. 

Fer. 

Plomb. 

Potasse . 

Soude. 



Formiates. 



Chaux . 
Cuivre. 



Mangantoe. 
Strontiane. 
Zinc. 

Oxalates. 



Ammoniaque. 






(Bi-). 
(Quadri-). 



Baryte. 

Chaux . 

Cuivre. 

Fer. 

Plomb. 

Potasse (Bi-). 

Potasse et cuivre . 

Soude. 

Tartrates. 

Ammoniaque. 

» (Bi-). 

Baryte (Bi-). 
Chaux . 
Cuivre. 
Magn6sie. 
Potasse. 

. (Bi-). 
Soude. 

. (Bi-). 
Strontiane . 

Ammoniaque et potasse. 
Fer et {>otasse. 
Soude ct potasse. 
Antimoine et ammoniaq. 
1) ot potasse. 

Benzoate de plomb. 
Camphorate de cuivre . 
Mucate de cuivre. 
Rac6mate de plomb. 
Biracemato d'ammoniaque 
Camphrc. 
Dextrine. 
Mannitc. 
Naphtaline . 
Para (fine. 
St^arine. 
Sucre de canne. 
» de lait. 



En essayant ces deux cent soixante-seizc substances, je reconnus que trente-neuf 
d'entre elles faisaient cristalliser la solution sursaturee de sulfate de soude : parnii 
ces corps, dix-neuf etaient insolubles; les autres etaient, au contraire, solubles 



i 



]q4 rechebches 

dans I'eau. Mes precedentes experiences m'ayant fait reconnaitre qu'il se deposait 
a la surface des corps exposes a I'air une substance soluble dans i'eau qui faisait 
cristalliser les solutions sursaturces, ]e devais me demander si les substances 
essayees avaient une action propre, ou bien si elles devaient leur propriete a cette 
matiere dcposee. Pour cclaircir ce pointy il suffisait de laver a I'abri du contact de 
Tair les corps insolubles dont il s'agit. A cet effet, ]e les plaQais dans un entonnoir 
et sur un filtre, et je les lavais a diverses reprises h Teau distillee, puis je cou- 
vrais Tentonnoir d'une feuille de papier et ]e les abandonnais pendant un jour ou 
deux. Les matieres alors completement sechees sous Tinfluence de la chaleur ont 
etc essavees de nouveau. C'etaient : 



Mousse de plaiine. 
Tournure de cuivre. 
Liinaille de for. 
Grenaille de zinc. 
Bioxyde de baryum. 

D de cuivre. 

s de manganese. 

» de plomb. 
Minium. 
Colcolhar. 



lodure de plomb. 
Sulfate de chaux. 
» de baryle. 
Carbonate de plomb. 
Chromate de plomb. 
Sous-chromaie de plomb. 
Borate de plomb. 
Camphre. 
Stearine. 



Aucun de ces corps n'avait conserve d'action sur la solution sursaturee. lis 
etaient done par eux-memes inactifs et I'eau avait enleve la cause qui leur avail 
permis d'agir. Tavais recueilli les premieres eaux de lavage; je les traitai par le 
chlorure de baryum, elles donnerent un precipite manifeste, insoluble dans I'acide 
azotique, caracterisant la presence d'un sulfate; I'examen de la liqueur indiquait 
en meme temps I'existence de la soude; on pouvait conclure de la que I'eau dis- 
til lee avait enleve k ces diverses substances du sulfate de soude. Les autres corps 
auxquels j'avais trouve une action sur la solution sursaturee etaient : 



Carbonate de soude. 
Azotate de potasse. 

» de soude. 
lodure de potassium. 
Bromure de potassium. 
Chlorure d'ammonium. 
D de calcium. 
j» de sodium. 
Sulfate de fer. 

» de magnesie. 



Sulfate de mercure. 
Hyposulflte de soude. 
Phosphate de magnesie. 

2> de soude. 
Alun d'ammoniaque. 

» de potasse. 
Acetate de potasse. 
Borate de potasse. 
Bichromate de potasse. 
l^m^tique. 



Si I'efTet observe appartenait en realite a ces corps, il devait persister, quand 
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bicn merne je les soumettrais k udc ou plusieurs cnstallisationg. a la condiliuo ile 
n'alterer en rien leur Torme ou leurs proprieles, J'ai done fait des solulions a Fruid 
des liuit premieres substances et j'ai ajoute it ia liqueur quelques goiiltes de chlo- 
rure de baryum, et dans toutes j'ai reconnu la presence d'un sulfate: j'ai fait cris- 
lalliser la liqueur par evaporation, el les eristaux oblenus n'avaient plus d'action 
sur la solution sursaturee. Restaienl les douze autres substances dunt la purilica- 
lion etait moins facile; cependant, par une serie de crislallisalions operees a froid 
it I'abri des poussieres de I'air, j'ai reussi ii obtenir des eristaux qui n'ont plus fait 
cristalliser la solution sursaturee de sulfate de sonde. II me semble resuller de la 
que le sulfate de soude est la seule des substances ci-dessus mentionnees qui fasse 
cristalliser sa solution sursaturee. 

Le sulfate de soude est la seule substance (jui Jasse cristalliser- la solution 
sursaturee. 



Cependant on pourrait craindre encore qu'il n'existat en dehors des substances 
essajees quelque autre matiere counue ou inconnue, mais active, qui ful precise- 
menl la cause des pbenomenes que Ton observe au contact de ratmospbert'. Toute 
indecision disparait si Ton pent mettre en evidence le sulfate de soude dans toutes 
les circonslances oil la cristallisalion se nianifesle, et Ton arrive ainsi k la certi- 
tude. Nous avons deja fait remar<|uer que les substances insolubles auxquelles on 
reconnait une action sur la solution sursaturee abandonnent ii I'eau distillee du 
sulfate de soude. D'un autre cote, 11 est bien eonnu que les poussieres qui se 
deposent dans les laboratoires font cristalliser la solution sursaturee: j'ai donc 
recueilli avec soin uno certaine quantile de ces poussitires. Je les ai lavecs a I'eau 
distillee, et j'ai reconnu dans ces eaux de lavage I'existence de I'acide siU/urique 
et de la soude. Enfin j'ai cberche a mettre en evidence le sulfate de soude, dont 
j'etais conduit a adnietlre I'existeoce dans I'air, Je me sois servi de I'appareil 
Jig. 1 1 . dans lequel 2000 litres d'air avaient etc laves dans quelques gouttes d'eau 
distillee et avaient ti'averse eosuite ta solution sursaturee sans en determiner la 
cristallisalion; j'ai recueilli cette eau et j'ai trouve qu'dle contenait des quantites 
notables d'acide sulfurique et de soude. 

Une objecliuii pouvait cependant etre faite a cetle derniere experience : coinme 
les gouttes d'eau avaient longlemps circule dans les tubes de verre de I'appareil. 
oa pouvait supposer que la soude que Ton trouvait provenait de Taction dissol- 
vante de I'eau sur les alcalis du verre. J'ai fait disparaitre cette difticulte en rem- 
plagant les tubes de verre par un tube coude en platine. Quelques gouttes d'eau 
mises dans la partie coudee du tube lavalent I'air qui les soulevait lorsqu'on 
determinait une aspiration. Le resultat a ete le memc, et j'ai trouve dans cette 
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Kau de I9 soude et de I'ac'ide sulfurique. Enfin, en deposant sur une lame de vcrro 
ijuelqiies gouttes de cette eau et examinant au microscope le residu de I'cvapo- 
ration, j'ai vu parmi les substances qui s'etaienl deposees des cristaux tout a fait 
semblables a ceux que doiine, dans des conditions identiques, une solution ctendue 
de sulfate de soude. 

On sc trouve ainsi conduit a conclure que la solution sursatur^e de sulfate di- 
soude ne cristallise qu'autant qu'elle est tourh^e par une parcelle de sulfate de 
soude a 10 equivalents d'eau, el en memo temps a admettre I'existence du sulfate 
do snude dans Tatmosphure. 



> 



De la presence du sulfate de soude dans I' air. 

Les recherclies qui precedent nous out fait voir que loules les fois que la solution 
Bursaturee de sulfate de soude cristallisc, c'cst qu'elle a eu le contact d'une par- 
celle de sulfate de soude; nous pourrons done nous servir de la solution sursaturee 
pour dcceler des traces de celte substance. A premitre vue. Texperience de Gaj- 
Lussac, qui cousisle a casser le col eftile d'un ballon vide d'air et contenauL la so- 
lution sursaturee, parait propre ^ manifester la presence du sulfate de soude, 
pui^qu'elle permet de prelever en un point doane un volume determine d'air qui 
vienl au contact de la solution sursaturee. Mais en I'examinant de pres on recon- 
nait qu'elle n'est pas concluante; elle est, en el'fel, sujetle a des causes d'erreur 
qu'on n'est jamais silr d'eviter et qui suffisent pour produire le phenomene. Ainsi 
nous Savons que les poussieres d^pos^es sur tous les objets font cnstalliser la solu- 
tion sursaturee; or ces poussieres, que Ton voit tri>s-bien dans un rayou de solcil, 
i^e detachenl par la moindre agitation de I'objet qu'elles recouvrent : de la, autour 
d'un experimentateur en mouvement, une atmosphere de corpuscules en suspen- 
sion cmpruntes aux milieux oil il a sejournc et qui peuvent etre amenes par le 
cnurant d'air qui rentre dans le ballon au contact du iiquide sursalur^. 11 peut st- 
faire aussi que pendant les divcrses manipulations necessaires a la preparation de 
I'experieuce, on laisse sur le ballon ou sur I'instrument dont on se servira pour 
briser le col une certaine quantite de sulfate dc soude; mais on pourra facilement 
eviler cet inconvenient, il suf&ra de maintenir ces objets legi^rement humides au 
moment de Toperatiou . 

J'ai cependant essaye I'experience : sur une sferie de dix ballons de \ de litre 
ouverts dans le iaboratoire, un seul a cristallisc; a I'exterieur, j'en ai ouverl 
fiuccessivement cinquante-cinq sans pouvoir provoquer dans un seul ta cristallisa- 
tion. Ainsi cette experience, qui du reste est incertaine, manque absotument de 
sensibilite. Pour manifester d'une fa^on plus sure la presence du sulfate de soude, 
je me suis 8£rvi d'un matras {fig. 6), dans lequel I'air appele par aspiration, au 
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lieu dc passer dans divers tubes comme dans les experiences precedentes, [leiielrait 
direclemenl. dans le ballon par un gros tube veitical B. 

Je plagais le matras parfailement lave & I'endroil oil je voulais faire I'expe- 
ricace, et je dispusais I'appareil d'aspiration dans uu endroil tout a fait isole du 
precedcnL, Le Icndeiuain, et avaiil que personne eilt pu vcnir dans le volsiiiage 
de Tappapeil, jc determinais raspiraiioii, el un courant d'air 8'6tablissail a Iravers 
la solution suisaturee. En general, dans le laboraloire. la crislallisation avail lieu 
apros le passage de i ou 4 lilies d'air au plus, niais & la eampagne elle stj produi- 
8ait plus difficilentenl; ainsi, dans les diverges e.\perience» que j'ai failes, il n'a 
jamais fallu juoins de a5 litres et queiquefois meme-il a fallu f'aire passer jusqu'a 
(i4 litres d'air pour provoquer ia crislallisation. Le sulfate de soude est done beau- 
coup uioins abondanl a la <;ampagne que dans les laboraloires; du reste. la diver- 
site des cbiffres que Ton obtient demontre que cette substance s'y Irouve dlsse- 
minee d'une faijon tout a fait irreguliere. Je m'en felais assure en disposant 
simullanement dans divers endroits d'une meme salle une vinglaine de balloos 
aussi identiques que possible el donl le col elait verlicai; dans les uns, la crislalli- 
sation eut lieu au bout de peu d'instants, cbez les autres elle dura ipielques 
heurcs, enfin plusieurs resterenl un jour sans crislaltiser. L'examen des poussieres 
rccueillies en divers lieux conduit a des resultats analogues. 

L'effet des poussiferes de laboraloires est infaillible : les poussieres des apparte- 
Tiients, el en gei^al des lieux habites, contiennent aussi du :iulfate de soude; c'est 
ce que j'ai constate en etudiant les poussieres d^posees dans les localites les plus 
diverscs. Mais loin des babitalions, le sulfate desoudo so rencontre bien plus difQ- 
cilemenl . Aussi ai-je pu coiiserver pendant tres-longlemps des solutions sursaturees 
de sulfate dc soude expos6es au contact de I'air et des corps soiides qu'il peul teoir 
en suspension. 

La presence du sulfate de soude dans I'air n'a du reste rien d" extraordinaire : il 
»"j- produit, en effct, surabondammenl de I'liydrogene sulfure el de I'acide sulfu- 
reux qui se transforinent en acide sulfurique, et d'un autre cole le sel marin euleve 
par le vent avec I'eau de la nier, et du reste si generalenient i-epaodu dans les 
usages domestiques. fournit I'autre element du sulfate de soude. Quant k sa disse- 
niinatiuu facile, elle s'explique par la propri^te qu'il a de s'efQeurir a I'air et dc se 
diviser ainsi spontanement en une poussiere extremement tiinue qu'emporte le 
moindre courant d'air. 
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Ihclicrche des matiires qui agissent sur la solution sursaturee (Taciiate 
f/e soude. 



Des e\[»erien€es faites sur les solutions sursaluries d'aretatc de soude. nous 
jiouvons deduire que la crislallisation subite de ces solutioDS a lieu aussi au con- 
inct d'un corps solide, soluble dans I'eau. insoluble dans I'ethep, I'alcool, elc.,' i 
alterable par I'air bumido, ne i-eprenant pas sa proprlete dans I'air sec, et qui subil ' 
Ji 72 dt'gres uiie mod i(i cation qui le rend inacttf. Or nous connaissons une sub- 
stanoe qui agit sur la solulion sursaturee il'une maniere infallible, c'est I'acelate 
dp soude, el ce corps jouil precisemenl des proprietes ci-dessus mentionn^es. On 
sera done en droit de I'assimiler h cette matifere si Ton peut d^niontrer qu'aucun 
autre corps ne produit le mflme effct, ou bien que loutes Ics fois que la cristallisa- 
linn se produit, on reeonnait I'existeuce de I'acetate de anude. Pour eclaircir ce 
point, j'ai easaye sur la solution sursaturee Taction de toules lea substances com- 
[irisesdans le tableau p. ig^ et iqS, De toutes ces substances, quatre sculement ont 
|)rovoqu6 la cristallisation : c'etaicnt leg carbonates de fer, de plomb et de cuivre 
et le benzoate de plomb. Ces substances avaient ete prepar^ee par precipitation des 
acetates de fer, de cuivre el de plomb parle carbonate el le benzoate de soude; elles 
pouvaient done contenir de I'acetate de soude. Comme elles son^nsolublos. je tes 
ai soigneusement tavees a I'eau distiltee, el j'ai reconnu, apriis dessiccalion, qu'eltes , 
etaient devenues inactives. J'ai reconnu dans les eaux de lavage la presence de I{i-| 
soude; il est probable qu'elle s'y trouvait en partie k I'etat d'ac^tate, mais te pev.4 
de sensibility des reactife de I'acide ac^tique ne m'a pas permis d*en avoir la preuvel 
experiinentale. 

J'ai dii rechercher quelle <^tait I'aclion de I'air et des poussieres sur la solution 
sursAturee d'acetate de soude, et j'ai constate qu'a part les poussiferes des labora- 
toires oil Ton a manipu!6 de grandes quantiles de cette suhslance, loutes les aotres 
sont absolument sans eflet sur sa solution sursaturee; il en est de nieme de cclles 
que Ton recueille dans des lieux quelconques. Sur quelques oentaines d'experiences 
faites dans des localites diverses, tandis que j'observais partout la cristallisation du 
sulfate de soude, la solution sursaturee d'acetate ne cristallisa pas une seule fois. 
Daus certains laboratoires ineme, j'ai pu couserver intactes des solutions sursatti- 
rces pendant plusieurs mois, bien qu'elles fussent exposees a loutes les poussii^resj 
qui s'agitaient dans I'air. 

On peut conclure dc la que I'acelale de soude n'existe pas dans I'air el qu'il ue 
se rencontre que dans les laboratoires oii il a ete accidentellemeut dissemin^. Ceiu- 
consequence peut du resle etre prevue, I'acide acetique etant trop peu stable pour 
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que Tacetate de soude puisse subsister longtemps au milieu des reactious qui se 
passent dans Tatmosphere. 

Les experiences faites sur le sulfate ct Tacetate de soude se pretent done un inu- 
tuel appui, etellesconduisentk celte consequence, qu*une parcelle de lasubstancr 
dissoute est necessaire pour provoquer la cristallisation immediate de la solution 
sursaturee. Dans quel etat doit se trouvcr la parcelle solide pour produire cet eff'el? 
Faut-il attribuer son influence a sa forme cristalline ou a sa constitution ciiimi(|U(>? 
C*est ce qu*il m'a paru interessant d'eclaircir. 

Influence de la forme cristalline et de la constitution chimique sur la cris- 
tallisation des solutions sursaturees. 

Relativement a la forme cristalline, les essais precedents montrent surabondani- 
ment qu'il ne suffit pas qu'un corps ait la meme forme cristalline que la substance 
dissoute, c'est-a-dire cristallise dans le meme systeme qu'elle, pour provoquer la 
solidification de la liqueur. En effet, le sulfate de soude (NaOSO', i oHO) cristal- 
lise, comme Tacetate de soude (NaOC*H*0^,6HO), dans le systeme du prismc 
oblique symetrique, et cependant cbacun d'eux est sans effet sur la solution sur- 
saturee de I'autre. L'examen des substances contenues dans le tableau, p. 192 ft 19'), 
conduit k la meme consequence; nous trouvons en effet, cristallisant dans le mrme 
systeme : 

Soufre. 

Acide oxaliquc OOS 3II0. 

Hyposulflle do soude NaOS'0% 5H0. 

Sulfate de chaux Ca SOS allO. 

» de cadmium Cd O SO', 4 HO. 

de manganese Mn 0S0% 7 110. 

j> defer FeOSOS7UO. 

» de cobalt CoOSOS7UO. 

Azolaie de sironiiano Sr Az 0*, 5H0. 

Phosphate de soude 2 Na O HO Ph OS 24 IIO. 

Chlorate de polasse KOCl 0*. 

» de barvle Ba OCi OS HO. 

Acetate de barvte Ba O IP OS 3 HO. 

» de slrontianc SrOOU^'OS 4H0. 

» de plomb Pb CMP OS 3H0. 

» d'urano (U»0')0CMP0S allO. 

I) dezinc ZnOOH'OS 3H0. 

Formiate de zinc Zn C'HO*, aHO. 

27. 
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of, ronimc nous r-avoiis vu, auiune tie ces substances n'a (rel'lel sur la solution 

sursaluree. 

Pour ce (|ui est de la constitution chimique, nous voyons que les sels de soude 
n'ont pas plus d'action que les autres, et que les sulfates et les acetates ne se dis- 
tinguent nullemeni sous ce rapport des autres sels. II y a plus : le sulfate de soude 
anhydrc pent «"»trc introduit impunement au sein de la solution sursaturee; il en 
est de meiTie du sulTate NaOSO^, 7 HO, qui prend naissance au sein meine de la 
solution sursaturee, et qu'on pent y introduire sans la faire cristalliser. 11 n'y a 
done que le sulfate de soude a 10 equivalents d'eau qui agisse sur sa solution sur- 
saturee. Ce sel expose a Tair s'eftleurit, et Ton pouvait se demander si dans cet 
etat il conservait sa propriete; j'ai done expose dans de Fair absolument sec des 
baguettes recouvertes d'une couche extremement mince de sulfate de soude. Apres 
huit jours, j'ai essaye oes baguettes, et toutes ont provoque la cristallisation. Pour 
racetatc de soude les resullats sont les memes; les selsanhydre ou moins hydrate 
sont tout a fait inactifs, et le sel effleuri jouit des memes propriet^s que I'acetate 
ordinaire NaOC*H»0», 6H0. 

Je me suis pose une derniere question : Quel est Tcffet des substances iso- 
morphes?Pour la resoudre, il fallait preparer un corps isomorphe du sulfate de 
soude et essayer son action, apres s'etrc assure toutefois qu'il ne contenait pas de 
sulfate de soude lui-memc. Or c'est precisement la qu'est toute la difficulte : le se- 
leniate et le sulfate de soude sont bien isomorphes, mais les proprietes de ces 
deux corps ont une telle similitude, qu'on ne pent les isoler completement Tun de 
Tautre: or nous savons qu'une trace de sulfate de soude suffit pour faire cristalliser 
sa solution sursaturee. II fallait done renoncer a resoudre la question en ce qui 
concerne le sulfate de soude. Les aluns, qui donnent aussi des solutions sursatu- 
rees, ne se prelaient pas davantage a I'experience; mais j'ai etudie un groupe de 
Irois substances isomorphes cristallisant dans le systeme du prisme rhombo'idal 
droit, et qu'il est possible de rencontrer isolees Tune de I'autre : ce sont les sulfates 
de magnesie (MgOSO', 7HO), de zinc (ZnOSO', 7HO) et de nickel (NiOSO», 7HO). 
On oblicnt facilemcnt des solutions sursaturees de ces substances, et Ton constate 
(|u'un cristal de Tun quelconque de ces sels fait cristalliser la solution sursaturee 
des deux autres. De la il faut conclure que les corps qui ont meme formule chi- 
mique et meme forme cristalline jouissent de la propriete de faire cristalliser leurs 
solutions sursaturees. 

Si ce fait est general, comme le prouvent des experiences que nous indiquerons 
ulterieurement, on pent en deduire un precede d'analyse qualitative propre a de- 
(:(»ler des traces de matiere ina|)preciables par les moyens ordinaires et dont la 
sensibilite n'a pas de limite; il consiste a faire une solution sursaturee de la ma- 
tiere que Ton recherche el de la toucher avec le corps a analyser. Si la solution 
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ri;iilc liquidc. oit est sur ifiiil n'y a pas IravB da la niulibru soupconnee; si (rile se 
prond cii masse au contraire, nn peul aflirmcr rcxisteucp di* rettc malierc uii dun 
corps isomorplie. 

Dans taut ce qui precude. uous avoiis suppose Ics solutions »ursalui't!es a la tem- 
perature urdiaaire; lorsqu'ou s'eloigue de celte temperature, on observe des plie- 
nomeues qu'il est utile de signaler. Au dela de 33 degres, par esemple. le sulCalc 
d« soude devietit de mollis en moins soluble dans t'eau; la solution faite it chaud, 
refroidic jusqu'a 33 degres, n'eal done plus sursaluree. Si dans ces conditions on 
i'expose a I'air, elle s'evapore el laisse deposer des erislaux de sulfate de soude 
anhydre, le seul sel qui soit possible a cette temperature. Eu dessous de 33 degres, 
temperature a taquelle la solubilite atteiat un maximum, la solution sursaturee 
reste Jiquide; si ellc est tres-coDcentree, elle abandonnc par reiroidlssement dus 
cristaux de sulfate k 7 equivalents d'eau. La production de ces cristaux doune lieu 
a uue observation interessante. Si Ton rofroidit beaucoup la liqueur, ces cristaux 
se deposont brusquement en grande quantite; si Ton refruidit pen el Icntement, 
on obsei've qu'ils ue sc deposenl pas, mais alors si Ton ititroduit duns le liquide un 
corps solide et qu'ou s'en serve pour frotier les parois du vase, aussitiit on observe 
la formation rapidc du sel a 7 equivalents d'eau, et ce qui rcste liquide u'en est 
pas uioins une solution sursaturee de sel a 10 equivalents d'eau. CetetTel s'observe 
trcs-bien a 8 ou 9 degres avec des solutions contenanl 1 ,5 de sel el 1 d'eau. Si la 
conceDlraliun a lieu par evaporation au contact de I'air, mais a I'abri de parcelles 
de sulAUe de soude en suspension, il se produit des cristaux de sel a 7HO, et ce 
qui resle liquide est une solution de sel a roHO. 

Erifin. si Ton abaisse la temperature au-dessous de zero, on observe, comme 
LoBwel I'avail Indique deja, que vers — 8 degres les solulions sursaturees donnent 
subitemcnl une crislallisalion de sel a loUO. Le sulfate de soude, fondu dans sun 
cau de cristallisation, pent etre refroidi jusqu'a cetle limite, et c'est alors seute- 
menl qu'il se prcnd en masse cristalline. 11 resulte de lii que les solutions sursatu- 
rees de sulfate de soude ne peuvent exister que dans des limites donnecs de tem- 
perature qui sont — 8 et -+- 33 degres. 

L'acijtate de soude se transforme en sel inactif a 78 degres; on peut en- 
core ['observer k i'etat de sursaluration, meme a des temperatures inferieures a 
— 30 degres : les limites sont, comme on le voit. beaucoup plus ^teudues que 
pour le sulfate de soude. 

Celte propriete, que Ton n'a paa mise en Evidence jusqu'ici, permet d'expliquer 
uu certain nombre de phenomenes connus, parliculieremenl les arborisations 
crialallines observees par M. Kublmann. On couvre des lames de vene de certaines 
solutions salines et on les expose ii Taction d'un melange refrigerant; au bout d'un 
certain lem|)s, les lames sont, rccuuverles de cristaux disposes bout a bout, de 
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iiiaQierc u produire des espJjces d'artiorescences. Cette disposition lient a ce i|uc [a 
liqueur elant sursaluree a etfi amenee par le refroidissemcDt a la temperature ii 
laijuelle elle se [trend subitcment en une masse cristalline; seulement Teffel com- 
mence at) point qui s'esl accideiUellement irouve le plus t'roid et t]ui devient Ip 
centre a partir duiiuci la crislallisation se propage rapidement. On peut lacilooienl 
obaerver des phenomfenes de ce genre avec des solutions sursaturt'es doot on pro- 
vu(|ue la crislailidation subitc, iion plus par le refroidissement, mais par le simple 
noHlaet d'une parcelte de la substance dissaute. On verse, par exempic, sur uiie 
lame de verre uii<t couebe mince d'une solution sursaluree froide d'acetate de 
Mude, puis on la touche en uo point avec une pareelle de ia substance; aussitol la 
cristallisalion commence, et Ton a une arborisation tres-rcmarquahle. 

I,« travail qui pr(ici;dc me parait avoir mis en evidence la cause de la cristalli- 
salion subilc des soiutious sursaturees de sulfate ct d'acctaLc de soude et rct'u(6 le$ 
hypoihi:8cs que Ton avail essayees pour rexpUcation de ce phenomene; je pense 
toolofois qu'il n'est pas sans interet de presenier, en terminant, i'examen expcri- 
mt^nlal de celles qui n'unt pas ^le discut^cs dans le courant de ce M^moire. 

Exainen de diverses hypotheses. — CuncUiswn. 

I" Pour expliquer le retard que I'oq observe dans la cristallisation des solutions 
sursalurces de sulfate de soude cxposees a I'air dans des vases dont I'orifice est 
eirnit, on a attribu6 aux parois une certaine influence retardalrice d'autant plus 
grande que la surface en contact avec !e liquidc 6tait plus considerable. 

Cette maniere de voir est absolument eonlredite par I'experience. Ainsi j'ai 
rempli des tubes de verre d'une solution sursaluree, cl dans la moitie de ces tubes 
j'ai introduil des fragments de verre, de maniere a rendre vingl ou Irente fois plus 
grande la surface du verre en contact avec le liquide, et je n'ai pu constater la 
moindre dilVerence dans les effets observes avec Tunc ou i'autre des deux series. 

i" On a aussi suppose que le verre qui a ete chauffe se Irouvait dans un etat de 
trempe qui le rendail impropre a provoquer la cristallisation. En realite, le verre 
n'a pas d'action par lui-meme sur la solution sursaluree; lorsqu'il est expose 
quelque lemps a Tair, il acquiert cotte propriete; mais il n'y a sous ce rapport au- 
cune dilTcrence entre le verre qui vienl d'etre porte ii la temperature rouge el 
celui qui n'a pas eti* cbauffii depuis qu'il a ete fabrique. 

3" D'un autre cote, on a invoque ragitation de Pair ou des liquides comme de- 
terminant la crislallisalion. L'agitation du liquide avec ou sans le contact de Pair 
est lout il fail impuissaote a produire ee phenomene. J'ai en effet communique plii- 
sieurs milliers de secousses violentes a des tubes fermes conlenaiit les solutions 
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avec ou sans air, et jamais ]e n'ai observe de solidification; j'ai meme enfernie dans 
les tubes des fragments dc vcrre et de melal, et j'ai longlemps agite le liquide sans 
plus de sueees. 

4^ Enfin on a souvent attribue aux mouvements vibratoires la propriete de soli- 
difier la solution. J'ai fait vibrer des tubes contenant la liqueur, j'y ai introduit 
des corps en vibration : Teffet produit a ete nul. Pour ne laisser sur ce point aucun 
doute, j'ai voulu soumettre le liquide k une compression instantance tres-ener- 
giquc, et pour cela j'ai brise a I'interieur de la solution une larme batavique; Ir 
flacon s'est fendu dans tous les sens, mais la liqueur n'a pas cristallise. 

Comme conclusion des recherches precedentes, je crois que Ton pent considerer 
comme demontre : i" que les solutions sursaturees de sulfate et d'acetate de soude, 
considerees entre des limitcs determinees de temperature, ne se prennent en massr 
cristalline qu'autant qu'elles ont ete touchees par une parcelle solide de la sub- 
stance dissoute ou d'une substance isomorphe; 2" qu'il y a du sulfate de soude dis- 
Siemine dans I'atmosphere et qu'il n'y a pas d'acetate de soude. 

On pouvait prevoir que les autres solutions sursaturees presenteraient des pro- 
prietes analogues a celles dont jouissent le sulfate et I'acetate dc soude; c'est re 
que Texperience a pleinement verilie, comme je le ferai voir ultcrieurement. 

Qu'il me soit permis, en terminant I'expose de ces premieres recherches, d*e\- 
primer ma reconnaissance envers M. Pasteur, qui m'a constamment donne los en- 
couragements les plus precieux, et M. Paul Thenard, qui a mis a ma disposition 
son laboratoiredeTalmay, avec cette bienveillancc traditionnelle qu'il temoigne a 
tous ceux qui aiment la science et qui la cultivent. 
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On doit a Gay*Lussac les prcimeres rccherchcs scientifiques sur la sursaturation 
de certaines dissolutions salines, et en particulier sur celles du sulfate dc soude (2). 
Ces rechcrches, entreprises dans Ic but de determiner I'influenee de la pression de 
Pair sur la cristallisation dcs sels, conduisirent leur auteur a chercher Texplicatiou 
du phenomene si curieux de la cristallisation subite de la dissolution sursaturee de 
sulfate de soude misebrusquement en contact avec I'air. Pour ce savant, la cause de- 
terminante de la cristallisation reside dans I'absorption, si petite qu*elle soit, do 
i'air par la surface du liquide. L'air, en se dissolvant, precipiterait une partie de 
sulfate de soude, par la meme cause qu'un sel en precipite un autre de sa dissolu- 
tion, et le precipite forme ferait continuer la cristallisation, comme un cristal de 
sulfate de soude que Ton aurait introduit dans la liqueur. Toutefois, Gay-Lussac 
admet aussi une autre explication qu'il semble definitivement adopter, de prefe- 

(i) Pr^nt^ a rAcad^mio des Sciences dans sa s6ance du 24 avril i865. 

(2) De rinflurnce dc la pression de Pair sur la crisUdlisation iles scls, par Gay-Lussac. — Memoircs dc 
Physique et de Chimic de la Societe d'Arcucil, t. Ill, p. i8o; octobrc i8i3. — Jnnales de Chimie et de 
Physique^ i" s^rie, t. LXXXVH, p. 226; 3o septembre 181 3. 

Annales scientijiqnes de Vicole Normale snperieure, Tomo III. 20 
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rence a la premiere* dans son Memoire sur la dissolubilite d^s sels dans I'eau (i). 
II remarquc que les dissolutions salines sursaturees ont les plus grands rapports 
avec I'eau restee liquide au-dessous de la temperature de z^ro, et que, par suite, 
tout ee qu'on pourra dire de I'eau doit leur etre applique. La eristallisation de 
certains sels, la solidification de I'eau refroidie au-dessous de zero, seraient em- 
|)echees par une sorte d'inertie moleculaire que Ton parvient a vaincre par des 
causes qui paraissent etrangeres a Taffinite chimique. 

A parlir de 1 85o, Henri Loewel publia une serie deMemoires (a) fortimportants sur 
le meme sujet, dans lesquels sont consignes un grand nombre de faits nouveaux et 
des experiences ingenieuses. En nous bornanta ce qui concerne le sulfate de sonde, 
nous voyons que ce cbimiste a etabli les principaux resultats suivants. 

Une dissolution sursaturee de sulfate de sonde peut fournir des crislaux, mais 
ils contiennent 7 equivalents d'eau; la dissolution n'est done sursaturee que pour 
le sulfate ordinaire. 

Une temperature sufiisamment basse, 8 ou 10 degres au-dessous de zero, peut 
faire cesser la sursaturation. 

Des corps chauffes, solides ou liquides, polis ou en fragments, peuvent perdre 
la propriete de faire cristalliser le sulfate de sonde, bien que ces corps soient 
redevenus depuis longtemps a la temperature ambiante lorsqu'on les plonge dans 
les solutions; il en est de meme des corps laves a Teau. 

L'air ordinaire peut devenir impropre a provoquer la eristallisation du sulfate 
de sonde dans plusieurs circonstances, tout en conservant son etat hygrome- 
trique (3), et notamment s'il a circule dans des tubes contenant du coton. 
Loewel n'essaye point d'expliquer les phcnomenes qu'il a decrits, et il regarde 
la eristallisation brusque des solutions sursaturees comme t I'effet d'une de ces 
actions mysterieuses de contact, appelees actions catcUytiques par Berzelius, et 
dont la science n'a pas jusqu'a present donne d'explication satisfaisante. » 

M. A. Lamy verifia, par des experiences nouvelles, en i85i (4)> les resultals 
principaux enonces par Loewel, et montra en outre que la forme, I'epaisseur, la 
nature des vases, la quantite de dissolution qu'ils renferment, sont sans influence 
sur la eristallisation du sulfate de sonde, en meme temps qu'il refuta la theorie de 
la solidification des dissolutions sursaturees donnee par MM. Gotzinski ct Selmi. 



(i) Annalca de Chimie et de Physique , a* s6rie, t. H, p. tigG. 

(1) Observations sur la sursaturation des dissolutions salines, par Henri Loewel, Annnles de Chimie et 
de Physique, V serie : i" Memoire, t. XXIX, p. 6a; i85o; a« Mdmoire, t. XXXIH, p. 334; i85i; 3* Me- 
mqire, t. XXXVII, p. i55; i853; 4* M(5moire, t. XLUI, p. 4o5; i855; 5« Memoire, t. XLIV, p. 3i3; i855; 
C Mdmoire, t. XLIX, p. 32; 1857. 

(3) Conlraircmont a Tasscrlion ([q M. Ciofzinski, Coinptcs rendus des seances de VAcndemie des Sciemrs, 
17. mai 18 ii, el de M. Solmi, Compter rcndus-y 23 juin i8!)i. 

[.\) A. Lamy. These de Physique presentde a la Faculte des Sciences de Paris, 29 novombre i85i. 



sun LA auBSATdttirroir 007 

DaDS un Memoire sur la fillraliua ile I'air par njtporl » la fermenlatioi), a lu 
jjutrefaclion et a la cristallisalioii (1), M. Schroder fut conduit ^ ^ludier d'une 
mani&re loute spi^ciale les phcuomtnes de la sursaturalion. II constata d'abord 
que loutes tes experiences faites avec les solutions sursalurces de sulfate de sonde, 
de carbonate de sonde, de sulfate de magnesie et d'alun, obtenues en chassant Tail' 
par rebullition, reussissaient egalemcnt lorsqu'on sc servait de liqueurs refroidics 
leiitenient au contact de fair fdtre sur du colon. Les differcnts hydrates de cos 
se\s et leurs mndifiealtons signalees par Lcewel se produisaient lout aussi bien 
en vases clos, prives d'air, qu'en presence de I'air filtre. 

M. Schroder conclut de ses experiences que la seule regie gcnirale que Ton 
puisse admeltre en presence de resultals souvent opposes el con trad ictoi res, c'est 
que les corps n'agissent sur les solutions sursalurees que s'ils ont eu pendant un 
certain temps le contact de I'air ordinaire, a I'exception toutel'ois du crislal de In 
substance qui se trouvc dans la solution sursaturee (a). 



(i) Annaleii der C/iimif iind Phitrmaiie, WnHLEB, LlEBlG, Kopp, t. QX, \>. 35; iSSg. 
(i) Du reste, pour mieuK taire comjirendre I'imporUnce du travail de M. Sthrttdor, Je donneraj in un 
eiirait de son Mtooire. 

Ej:trait du Memoire dc M. Schroilcr iiir la Jillmlion de Voir jHir iii/i/iurl « In feniwntulloii, 
a la patrefnction et a la criilallinilio/i. 

R g ^3. — Od sail que les golulioiis sureaturticg, comme les corps surrondua, lels que lo sourre, Ic pbos- 
pliiire, etc., ne cristallisent pas tou jours irani6diatement aprds le conUcl de I'air ordinaire, mais souvenl sprtu 
un lein[)6 plus ou moins long. On sail aussi que la cristallisetiou sp fait besucoup plu£ repidcinent par Ic 
i^ontacl de cerlaiae corps solides exposfe k fair. Cos r^ullals semblent favorable^ it I'hypolh^Be qui ex- 
pliquo la cristallisalion des liqueurs sursaturfies en admeltant qu'ello est provoqufe par de peiils corps 
solitles qui planent dans I'air, et 1'on a elTcclivemcnt altribue ceUe propri6t^ aut pouB^6res de fair. J'ai 
fait un grand Dombre d'cssais, do manifire i d6terniincr <i quelle classe de corps appartient cctle propri^lS, 
en projeianl difffirentes substances dans des ballons contenant des dissolutions sursalurces isolaes de Tflir 
eoromun par unbouchonen colon. Oe I'air fiUrfi est renlr6 dans les vases, el Ton sail que dans ces condi- 
tions la sursaturalion persisto pendant longlemps, mfme aprcs avoir agiti^ el ouvert les vases : on a done 
\i un procMe commode pour ^tudier I'influmce de diff^renls corps sur la sursaturalion. Les criataui les plus 
divers, les poudres amorphes, les acides el les bases, les oxydes el les suroxydes, un grand Bombre de 
substances organiques hydrocarbon^i'S, ies maii^res prol^iques, le pollen des (leurs, les spores des raoisis- 
sures, des matiSres en voie de putrefaction furenl essay^s tour i lour, sans que j'aie pu rcconnattre dans 
aucune de vea substances la propriSid bien caracldris^ de provoquer la crislallisation : c'dtait toujours uno 
affaire de liasard si telle ou telle substance produisait ou non la crislallisation. la seule conclosion i d6- 
duire de ces exp<*riences, c'est que les diffSrenles substances susroenlionndes n'exercenl point d'action si 
leur Builaco n'a pas 6t6 expose quelque temps A I'air, si elles ont 6\6 pr&ilublemenl chautKes, ou si, 
apr^a avoir s^joumi dans I'eau, on les faisait s6cher en vase clo^, i I'exception toolefois du crislal de la 
substance dissoutc dans la liqueur sursaturee : celui-ci pent tire cliaufT^ el m^me fondu a la surface, et 
raalgre cola il d6termino toujours la crist^illisaliou. 

>> g 34. — Les fails que Ton vionl de rapporler augmentent singulis rem ont h difBcull6 d'interpr^ler 
ib&riquemenl ces ph6nom6nes de sursaturalion. D'une pari, I'air ne pent provoquer la crislallisation que par 
de peliLs cor puseules sot idea qu'il lient en suspension; d'aulre part, tons les corps solides essay6s(excepli' 
le crislal primilif lui-m6me) ne font criBlallisor la liqueur qu'autanl qu'ils onl M pendant un cer- 
tain lemps en contact avec I'alr. ^videmmenl on se meul 1^ dans un cercle vicieux, A moins d'admeilrr 
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Puis, comparant les plienomfenes ile cristallisalion par I'air libre, par I'air chaufl'e 
ou par I'air filtre sur le colon, avec les phenomtnes de putrefaction, il trouve 
entrc eux une telle concordance, de tellcs analogies, qu'il ne peut s'empecher de 
les attribuer ^ une cause commune jusqu'ici entierement inconnue. Appelant 
aclion inductive cette cause inconnue de ia cnstallisation des solutions sursaturees 
t'l de ia putrefaction des Itquides organlques, il expose une theorie de la cristat- 
lisation ct de la putrefaction. 

Suivant lui, I'aclion inductive de I'fiir serait plus ou moins forte, ellc ne serait 
ineme jamais conipletement detruite par le colon, elle ne serait que tres-affaibiie. 
Une aclion inductive Ires-forte pout scule faire cristalliser les substances hydralees 
les plus solubles. Ainsi, par excmple, dans les solutions sursaturees de sulfate de 
sonde, en presence de I'air filtre, une action inductive faible determine la forma- 
lion de I'bydrate de Loewel SO'. Na + 7IIO; tandis qu'en presence de I'air com- 
inun, une aclion inductive plus forle delennine immMiatement la cristallisation 
du sel ordinaire moins soluble SO', NaO + 10 HO (1). 

11 remarque en outre que les observations faites dans I'air filtresur la fermentation 
el la pulrefaclion sonl parallelcs aux plienomenes de cristaltisattOD, puisqu'il y a 
des corps qui resistent des annees dans I'air filtre. landis que d'autres plus allc- 
rables, tcls que Ic lait, le jaune d'ceuf. entrenl en dccomposilion. meme par Taction 
inductive faible dc I'air filtre. Les phenomenes de fermentatisn, de putrefaction, 
;iussl bien que les phenoinenes de cristallisation, prouvent done que Taction indue- 
rive de Tair filtre n'est jamais aneantie, mals seulement considorablement affaiblie. 
D'ailleurs ne voil-on ps, dans un autre ordrc d'idees, Tair frais ou Tair confine agir 
tout differcmment sur Teconotnie; Tair frais exerce sur le dcveluppenientde lasante 
de Thomme une action slimulanle certainc, qui n'est point encore cxpliquee, raais 
i|ue ue possfede pas Tair confine prive d'acide carbonique el de gaz nuisibles. 



•lue I'air n'apporle, a cliacune des innombrablea solutions sursalun5cs qiio I'mi peut oblcnir, quelque petit 
iTiatal isomorpiie avec le corps dissous et pouvant Tormer avec lui un ensemble complut. 

B lit en admettant mMe cette bypothese invraisembluble, il faudrait admetlro ausei cetltj autre bypo- 
I Ii6sa encore plus iovraiseniblable, que ces nrielaux si vari^ qui planeut dans I'air sunt loug d^lruils com- 
pl^temenl par I'aclion d'une temperature infSrieure A loo degrfe. D'abord je ne comprenJs pas comment 
!a production de cristaux au contact de I'air peut £lre attribute i de pctils corpuscules qui y plaocnt. Uais 
si nos connaissances acluolles sonl Insuflisantos pour expUqiier I'lniluence jusqu'ici my^tiirieuse de I'air sur 
les pb6nom6ncj de crislallisation, si cc ne sont pas ile petiU corpuscules bolides qui la produisent, il est 
tr^s-vraisomblable que Taction de Tair qui determine la fermentation et la putr^facLion ne doit pas (Ire 
imiquement attribu^ i de pareils corpuscules miasma tiquea ; car ces deux actions de Tair ont lanl d'ana- 
logics, les conditions qui les emp£chenl de manifester leurs effels se ressomblent tellement, qu'il est 
impossible de s'emp&cher do les attribuer h une cause commune entierement inconnue jusqu'ici. » 

(1) Je ne comprends pas pourquoi Lffiwel,et aprfes lui M. ScbrSder, consid^rent le sulfate de sonde ordi- 
naire. S0\ NaO ■+- loUO, comme ^lant moins soluble que le sulfate SO', NaO -t- 7IIO, qui se depose lou- 
jours en premier lieu dans les solutions sursalur^es de sulfate de soude, C'est le contraire qui parall pro- 
bable, quoiquo I'expirience ne disc ricn i eel i^gard. 
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J'ai rapporte avec quelque detail les priucipaux trails du travail de M. Sclircder, 
parcc que ce travail est peu coddu en France, et que ce resume succinct permettra 
dc juyer plus sainement de I'etat de la science a I'epoque ou le Memoire de ce 
savant a ete publie, c'est-a-dire en septembre i858. 

Mes premieres recherches sur la sursaturation datent du commencement de 
I'annee i860; elles furent provoquees par les beaux travaux de M. Pasteur sur les 
generations spontanees, dont les resutlals m'avaient fortement impressionne. Bleu 
qu'a cette epoque je ne conuusse point le travail de M. Schrijder, j'entrevojais une 
grande analogie entre les phenomenes de fermentation et les phenomenes de cristal- 
lisatioD occasionnes par I'air. Je tis part de mes premiers essais a M. Pasteur, qui 
les accueillit avec une grande bienveiliance, m'encouragea a les suivre, m'aida de 
ses conseils, et me communiqua sou mode d'experimentation pour t'ensemence- 
mcnt des poussieres de I'air, avant ta pulttication de son travail. Aussi je saisis 
cette occasion d'adresser ici pubiiquement mes remerciments a ce savant que je 
ra'lionore d'avoir eu pour maitre. 

Un resume de mes premieres experiences fut presente par M. Pasleur a la" 
Societe Cbimique de Paris, dans sa seance du 37 juillet i860, et communique a la 
Societe imperiale des Sciences el Arts de Lille le 17 aout de la meme annee. De- 
puis cette epoque, j'ai fail a cette meme Societe plusieurs communications sur !e 
sujet dont il s'agit; il en a ete rendu compte dans differents recueils, et notam- 
ment dans la Revue des Socieles savanles du 27 mars i863, p. 1^7, et dans le dis- 
cours de rentree des Facultes de Douai et de Lille pour I'annee i863. 



CHAPITRE II. 

EN QUOl COMSISTE LA. SURSATURATION. — SA. DISTINCTIOM d'aVEC LA SUHFUSiOW. — 
APPLJCATION A LA COHGELATIOn DE l'kAU AU-DESSUDS DE ZERO ET A CEHTAIHES 
SOLDTIONS SALINES. 



II importe, dfes Ic debut de ces recherches, de preciser les idees sur la sursatura- 
tion et de la dislinguer de la surfusion avec laquelle on I'a souvent confondue. La 
plupart des auteurs qui se sont occupes de ce sujet ont admis les idees de Gaj- 
Lussac sur cette matiere, idees qui se trouvent deja exprimees dans son Memoire 
de 181 3 et qui sont plus developpees dans le Memoire sur la dissolubilile des sels 
dans I'eau. 

" La saturation dans une dissolution saline de temperature invariable, dit Gay- 
Lussac, est le terme auquel le dissolvant, toujours en contact avec le sel, ne peul 



()lu» oi en prendre »i en abandooner aucune portion. Ce lerme «st le seul que I'oQ 
doit adopter, parce qu'il est determine pap des forces fhimiques ct qu'il reste 
ronstanl lant que res forces restenl constanlcs. D'api-ts celte definitioi], toulc dis- 
solution saline pouvant ubandonner du sel sans que sa leuiperalure change osl ne- 
ressairemcntfiursaluree. Je vais montrerqu'en general la sursaluralion n'esl poinl 
nn ternie lixe et que la catise i/ui la prodait est la mSme que celle gui retient feau 
liifuUie au-dessus de sa temperalure de congelation. > Et plus iuln il ajoule : • La cause 
generate qui produit la sursaluralion etant evidemnient In niume pour cliaque sel, 
il suffjra d'observer ses effels dans ceux oil ils se monlrent avec le plus d'inten- 
Ml6. * 

Je croiit qu'il y a lieu de distingucr ces differcnts pbenomenes, atin d'eviter 
loule confusion dans le iangage et dans les idees. La saturation est parfailemenl 
definie p^ifGaj-Lusaac dansle Memoire cili^. Jedirai done avec cct illusire savant : 
qu'une liqueur est saturee d'un sel a une temperature donueo, ai, sc trouvant en 
contact avec ce sel, ellc ne peul plus ni en prendre ni en abaudonner. 

Maisje ferai nne restriction pour la sursaluration, ct je dirai : 

Qu'une liqueur est sursaluree d'nn sel a une temperature donnee, si, cunlenant 
a I'etal liquide plus de sel que ne I'indique le lerme de la saturation pour la tem- 
perature douQce, clle n'abaadonno aucune parlie de ce sel par I'agitation avec ou 
sans dos corps anguleux, en presence ou en I'absence de I'air eonvenablement 
modifie. 

Si des liqueurs restant limpides pendant un temps indefini, a uqc temperature 
roiistante, laissent deposer par I'agitation, dans les condilions que je viens de 
meutioDuer, des corps fondus ou simplement liqueiies, je rangerai ces pbeno- 
menes dans ce qn'on appelle la surfuslon, sans prejuger en rien la question de 
savoir s"il y a reellemenl suriusion dans le cas oil le liquide ne scrait point homo- 
gene. 

Je vais montrer par quelques exemples les idees que j'allacbc aux phenomenes 
de surfusion et de sursaluralion. 

La congelation brusque de I'eau refroidie au-dessous do zero, eonlrairemeul a 
I'opinioD de Gay-Lussac, est un pbenomeoe de surfusion analogue a la solidifi- 
cation du soufre, du phosphore. etc.. liquides ii des temperatures iuferieurcs a 
celles de leur fusion, el tout a fail distinct de la cristallisation des soluttoos sur- 
saturees. Lea fails suivanls le prouvent sufTisamment. 

Comme beaucoup de personnes, j'ai eu I'occasion d'obscrver la solidification 
brusque de I'eau dans les conditions ordinaires, lorsque la temperature exterieure 
s'eslsurtisamment abaissee. J'atlacbais un grand prix a la constalalion nouvelle de 
ce pbcnomene depnis le commencemeDt de mes reeliercbes sur la sursaturalion, 
et j'ai ete assez beureqx pour I'observer de nouveau pendant I'hiver de i8G3. En 
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transvasantile I'eau ordinaire, qui avail it6 abandonnee au rcpos dfpuis plusiuiira 
jours dans uoe pi^ce froide inhabitee, jc vis que I'eau reslait limpidc dans 1« vasi^ 
oil etie avail sejoume, landis que d'abondantes lanif>lles de glace prenaienl uais- 
sance dans I'autre. Dana la erainte d'eire Ic joiiet d'unc illusion, je chercbai fi 
constfller ie pbenoniene dans des conditions lelles. que toute objection fut impos- 
sible. Je pns, dans une piece voisine cbauffee, un verre plac6 sur la L'beminee; je 
sentnis a la main que sa lemperature elail superieure r celle de la rbambre. J'y 
versai reau-relVoidie au-dtssous de zero ; elle n'eprouva d'abord ancun changemenl 
apparent, parce qo'elle avail dii ceder sa cbalcur a u verre; inais I'ayanl ivjetee 
pour la rempiacer par de I'eau nouvelle, vcrsi-e avec precaution, je conslatai 
que cette eau, parfaitement linipide d'abord, fournit apres quelques instants des 
lamelles cristallines de glace assez abondanles. L'eau du vase ne tarda pas a se 
fons;eIer, par suite de ces diverses manipulations. Cette observation, qui se ratla- 
che aux curieuses experiences faites par M. L. Dufour, en 18G1 (1), sur bi conge- 
lation de l'eau dans des melanges de chloroforme el d'bulle, montre que I'rdler- 
venlion de vases etroits ou d'enveloppes liquides u*cst pas indispensable pour 
conservcr ii l'eau refroidie au-dessous de zero une certaiae stabilite dans son ilat 
fluide. Dans les conditions exceptionnelles oil j'etais plac^. probablement moins 
rarcs qu'on ne Ie suppose, j'ai pu, avec quclqucs precautions, di^placer, afjiter el 
transvaser mfeinc de l'eau refroidie au-dessous de zero, sans qu'elle cessit de se 
maintonir liquids. Mais cet elat ne saurait persisler indefiniment; une agitation 
brusque Ie fait disparallre. 

J'ai prouve du rcsle par I'experience suivantc, publiee en i860 (a), que I'agita- 
lion brusque ou Ie frottcment d'un corps etranger suffisent toujours pour deter- 
miner la congelation de l'eau refroidie au-dessons de zero. 

J'ai employe deux lubes analogues ii ceux qui serveot a la confeclion des Iberrao- 
m^tres {PL II, fig. i et a). Les reservoirs, de i5 millimi'tres de dianielre sur 10 a 
1 5 centimetres de long, contenaient de l'eau qui avail ele portee a I'pbullition dans 
les apparcils el au-dessus de laquelle se Irotivaiti soil Ie vide, soil de I'air calcine 
ou tamise sur du colon, soil de I'air ordinaire. Un des reservoii'S renfermait un 
petit bout de tube de verre creux de 3 centimetres environ de longueur, et l'eau, 
lorsque sa temperature etait de zero degre, n'arrivait que jusque vers la nais- 
sance du lube c^pillaire. Les appareils, scelles a la lampc, furent places a cote I'un 
de I'autrc dans un melange refrigerant dont la temperature etait environ de 5 ou 
6 degres au-dessous de zero; en les reliraot apres quclque temps et lesrenversant.je 
vis l'eau se prendre en masse dans Ie reservoir oiise trouvaille petit cylindre en verre. 



(1) Otmfiles rvmiat, L LU, p. ySo. 

(1) Memnlrci de la Society ila Sciences el Arts tie Lilfc, 



tandis qu'elie resU Ilmpide dans I'aulre; la solidification n'avail done pas ele 
ocrasionn^e par ie depkcement des reservoirs, mais bien par I'agitation produite 
par Ie pelit tube en verrc. J'observai aussi que les cristaux naissaienv sur Ie petit 
rvlindre lorsqu'il avail alteint h peu prbs la moitie de la longueur du reservoir, et 
deli se propageaient dans toute la masse on forme de lamelles emprlsonnant 
Ie petit tube de verre. Cette experience, d'une execution facile el d'une reussite 
assuree, peut devenirune experience de cours, en se servant seulement du tube 
qui contient Ie petit cylindre de verre; elle permet de montrer a tout un amphi- 
theatre ce phenomene si curleux de Vabaissement de la temperature de I'eau au- 
dcssous de son point de soliditication, et probablement aussi reussirait-elle en 
remplacant i'eim par d'autrcs corps. 

II ra'cst arrive souvent, en repetant cette experience avcc des appareils qui n'e- 
laient point rempUsd'eau jusqu'a la naissance du tube capillaire {Pi. II, Jig. 3), de 
pouvoir agiter Ie liquide en deplagant la bulle d'alr assez forte de !a parlie supe- 
rieure dti tube, sans provoquer la solidification de I'eau, et eependanl I'eau etait 
bien refroidie au-dessous dezero, car en deplac^ntensuite Ie petit cylindre de verre 
rontenu dans Ie reservoir, je voyais I'eau se solidifier immediatement, et, commc 
loujours, les cristaux commen^aient a se ]iroduire sur Ie petit tube. Cette expe- 
rience, analogue a celle que j'ai rapportee plus bauf sur I'eau de source refroidie a 
I'air, montre bien que toule agitation ne sulBl pas pour determiner la solidification de 
I'eau. J'ai pu en effet promener, lentement il est vrai, a plusieurs reprises, une bullc 
d'air dans Ie reservoir sans faire eprouver aut-un cbangement au liquide (r). On a 
vu plus haul que j'avais pu deplacer un vase d'eau ordinaire refroidie au-desaous 
de zero, verser meme a plusieurs reprises Ie liquide d'un vase dans I'autre, ct I'eau 
ccpendant ne se solidifiait pas. II faut done une agitation d'une eertaine nature, 
telle qu'une agitation brusque en presence de Pair, ou bien une agitation par un 
corps solide qui fait loujours cristaltieer Ie liquide par Ie moindre d^placement ou 
Ie moindre frollement contre les parois. 

On voil par la toute la difference t^i existe entre la solidification de i'eau ct la 
cristailisation des solutions sursalurces, ces dernii?res pouvant cire agitees violem- 
ment. meme avec des corps anguleux, en conscrvaut leur limpiditc, ce qui n'arrive 
jamais pour I'eau et pour tons les corps qui eprouvent la surfusion. II est done tout 
naturel de ranger la solidification de I'eau refroidie au-dessous de zero dans la 
classe des pheuomcnes de surfusion, ce qu'on peut admettre parfaiteraent du resle. 
puisque I'eau est un corps homogene. 

Mais en sera-t-il de meme lorsqu'on aura affaire a certaines solutions salines, 



(i) L'eip^rience ne reussit pas toujours; jecrois qu'il convient, pour que Ie Tail signal^ se produi&e,que 

la l£iti[)rirature ae aoit pas Irop basse. 
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celles (Je siilfalc ile souJe par cxemple, susccptibles ijc pouvoir deposer des cris- 
Uux (le sel a 7 cquivaleuts d'eau par ragitation, cooime I'eau refroidie au-dessous 
de son poinl de congelation, tout en restant sursaturees? Est-ce bien Ik reellement 
une surfusion? Je n'en sais rien; niais tout re que je sals, c'esl que c'est la iin 
ph^noml'De tout difTerent de la prise en masse des liqueurs sursaturees, c^r, 
pour faire cristaliiser ces dernieres, I'agitation oe suftit pas. elil faul rintervealioii 
d'ageuts spcciaux, ce qui n'a jamais lieu avcc les premieres; il imporle dune de 
ne pas nmfondrc ces deux ordres de plienomenes si differeuts. 

Le sulfate de sonde et plusieurs autres sels nous otTriraient done, dans certains 
eas, les deux phenomenes de la surfusion et de la sursaturation. II arrive souveot, 
commc La'wol I'a monlre, que les solutions de sulfate de soude sursaturees lalssent 
deposer par refroidissement des erislanx volumineux d'un hydrate particulier a 
7 equivalents d'eau ; ces cristaux augmcntent ou diminuent de volume suivanl la 
temperature ; ils peuvent meme disparaitre entierement pour se reformer plus 
tard; la liqueur n'est done poinl sursatnree pour ce sulfate a 7 equivalents d'eau. 
Ce sel nc se forme pas ordinairement en presence de Pair qui le modifie et lui fait 
perdresa transparence; les cristaux limpides deviennenl blancs comme la porce- 
laine aussilot qu'ils ont le contact de I'air comniun. Cependant il arrive frequeni- 
ment. eonime L(cwel I'a remarque, lorsque les dissolutions ont ete recemmenl 
pr6parees el qu'elles ont ete refroidies a I'abri de tout mouvement brusque, que 
ces liqueurs se Iroublent par I'agitation et qu'elles laissent deposer du sel a 7 equi- 
valents d'eau. L'action une fois commencce continue d'elle-meme, lentemenl, 
jusqu'ii une certaine limite. et la liqueur surnageantc est toujours sursaturee par 
le sel a 10 equivalents d'eau. Jo considcrc cette action comme analogue h la soli- 
diGcatiuQ de I'eau, du soufre, du pbospbore, bien qu'ello ne se produise point 
dans un milieu homogene, el je la distingue de la sursaturation avec laquelle elle 
a ete confondue jusqu'a present. 

Du resle, la sursaluration possede des caractl'res tout aussi bien deflnis que la 
saturation; elle parait avoir un terme tout aussi fixe qu'elle, qui depend comme 
elle de la temperature a laquelle elle a lieu et de la nature du set dissous. Cela 
resulle tros-clairemenl des experiences de Loewel consignees dans les differenls 
M^moires qu'i! a publiessur ce sujet(i). 

Si Ton construit les deux courbes correspondant aux quantites de sel anhydre 
que 100 parties d'eau peuvent prendre a I'elal de saturation et de sursaturation 
{PL 111. Jig. 2i),on reconnaitquelasursaluralionsuit lameincluiquela saturation, 
que les deux courbes sont tres-senslblement parallelcs, et que la sursaturation parait 



(1) Aiiiialts lie CIdiiih ti ik P/ijsiqiie, 3' suric, t. XXIX, p. 7(1 el suiv,; I. XXXIU, p. 33?; I. XLIX, 

ylnnalet icUnlifiquei de ricili KormaU mperieurc. Tomo lU. 39 
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DKMDc augmenter proportionnellemcnt a la tempera lure cntrc zero et 2G degres. 
Knlre ees limites, la courbe de sursaturation se confond k peu pres avec uno ligne 
(Iroite; mais, au-dessous de zero, elle s'inflechit et vient couper Taxe des tempe- 
ratures a 8 degres au-dessous de zero et cesse d'exister a 34 degres au-dessus de 
zero, comme on le verra plus loin (i). 



CHAPITRE III. 

INFLIJKNCK DE LA. TEMPERATURE SUR LA SURSATURATION DU SULFATE DE SOUDE. 



Cette etude a ete faite par La»wel dans ses consciencieuses recherches sur la 
saturation, et tout ce qu'il dit du sulfate de soude est parfaitement exact. Les so- 
lutions abandonnees au refroidissement dansl'air ou dans la glaee, ou encore dans 
des melanges refrigerants, perdent progressivement de leur chaleur;Ieur tempera- 
ture s'abaisse d'une maniere continue, et, lorsqu'clle est arriv6e de 8 a 10 degres 



(i) Tableau extrait du Mvmoire dc Loswel pour la construction des courbes de saturation 

et de sursnturfftion . 
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au-dessous tie z^ro, elles se prennent ea masse; tel est le retiuiu« des trskvaux dc 
LtBvi'el surce sujet. Je nie serais conlente tie tlecrire tme experience que I'on trou- 
veru plus bas pour fixer d'une maoiere precise le point de congelation tlu sulfiUe de 
soude en sululinn sursnluree, si je n'avais eu counaissance tl'une communication 
faite a I'Acadomie par M. A. Terreil, ilans sa si^anee tlu 34 septembre i860. Les 
pesullals inJiques [i;ir M. Terreil sont tellemenl cxlraordinaires, telleraoul en 
desaeeortl avei* les lois generales relatives a la propagation de la cbaleur, avec les 
observations tic Lcewel et avec les mienues, que j'ai cru devoir repeter les expe- 
riences relatives a Taction du refroidisseuient sur les solutions de sulfate de soude 
avei' toute ta precision desirable. 

M. Terreil a annonce a I'Academie (1) que : 

< Lorsqu'on introduit dans de la glace pilee une fiole de sulfate de soude sursa- 
ture, dans taquelle ptonge un tbermometre, on observe que la temperature de bt 
dissolution, apres ctre descendue, reste pendant piusieurs heures statlonnaire 
«ntre 5 et 6 (tegres au-dessus de zero (a), mais totijours en 9'abaissant a li",:!-, 
k cette temperature, la cristallisation se fait avec une riipidile remarquable, et le 
tbermometre remonte vers aS degres. 

• Si Ton remplace U glai'e pilee par un melange frlgorifique, donl la temperature 
est a — i5 ou a — 18 degres, le menie phenomcne se reproduit un peu plus vile, 
et a 4". 2 au-dessus de zero la liqueur fristalllso. 

> J'ai repete ces experiences, dit M. Terreil, un grand nombre de fois. el j'ai 
obtenu loujours les memes resullats ; ilparaU done impossible de congcler les disso- 
Inlions saUuees de sulfale de soude a la pression ordinaire, comme Lcewcl a pu lefaire, 
en exposant q. de basses temperatures les mfmes dissolutions ren/ermees dans des tubes 
scelles a la lampe et oil la pression itait presque nulle. 

» La ciistallisation des liqueurs suisaturees ii la lenipiTulure oil Tun possijde sun 
maximum de densite est un fait remarquable. 

> Lorsqu'on plonge un tbermometre (mouillc prealablement pour empeeber 
qu'i! no fasse cristalliser) dans une solution sursaturee de sulfate de soude, pre- 
paree depuis plus de trente-six beurcs, on observe que la temperature de la liqueur 
est loujours de \ dcgre et meme i degre au-dessus de la temperature de Tair et dt- 
Teau placee dans les memes conditions. II faut altendre souvent plus de cinquante 
beures pour que la liqueur se melte a la temperature ambiante. 

I Si Ton place dans de la glace pilee deux fioles de meme grandeur, dont Turn; 
cOQtient de I'^u distillee, et Tautre le meme volume d'une dissolution sursaturee 
de sulfate de soude, et dans lesquelles plon^ent deux tbermomelres, 00 observe 



(1) Cniiii>ti:y reniJiu, t. LI, p. 5o6; 

(») C'eal par prreur qu'ii y a /m-de.'i. 



s claofi le C'liiipU rendu, la suite le d^monlrc. 
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que la temperature de I'eau s'abaisse tres-rapidement, tandis que celle de la disso- 
lution sursaturee ne descend que lentement. Enfin, lorsque Teau marque i degre 
environ au-dessus de zero, la temperature du sulfate de sonde est encore a plus de 
6 degres. 

» A 4^,2, le ph^nom^ne que j*ai indique se reproduit, la liqueur cristallise tout 
a coup. » 

Je n'entreprendrai point de discuter ccs resultats,ni deles expliquer; je me bor- 
nerai a citer les experiences suivantes. 

Premiere experience. 

Elle a ete entreprise aussitdt que j'eus connaissance de la communication de 
M. Terreil. 

Dans un ballon de la capacite de i5o centimetres cubes environ, au col duquel 
avait etc sonde un tube de i5 millimetres de diametre ct de 5o centimetres de lon- 
gueur, je plaQai un thcrmomfetre a mercure dont le zero determine d'avance etait 
a -i- o**,5. Apres avoir elire le tube a la lampe a hauteur convenable, j'introduisis 
une solution chaude de sulfate de sonde dans I'appareil. L'extremite ouvcrle du 
tube fut adaptee a un tube en metal chauffc au rouge dans une partie de sa lon- 
gueur, de maniere a pouvoir laisser rentrer de I'air calcine a Tintcrieur. Je fis 
bouillir pendant quelque temps la solution de sulfate de sonde pour chasser tout 
I'air du ballon et du tube, puis je laissai refroidir lentement Tappareil, de maniere 
a y laisser rentrer de Pair calcine. Lorsque le ballon rempli d'air calcine, sous la 
pression atmospherique, fut revenu a la temperature ambiante, je scdlai le tube a 
la lampe. On sait que, dans de pareilles conditions, la solution de sulfate de sonde 
se conserve indefiniment a I'etat de sursaturation. 

Le lendemain, la liqueur etant parfaitement limpide, memo apres agitation, je 
placai Tappareil dans la glace fondante et je constatai les faits suivants : 

Environ apres un quart d'heure, le thermomeire marquait io*», temperature v6,q\\q 9**, 5 

J) irois quarts d'heure i**, » o*»,5 

J!) une heure el demie. ... o*»,5 » o* 

J) vingt-qualre heures 0*^,5 » o* 






La liqueur etait toujours restee limpide ; il n'y avait pas le moindre d^pot 
cristallin, meme apres agitation. 

Le lendemain du jour oil Texperience avait etc commencee, je portai le ballon, 
qui etait a zero, dans une salle oil la temperature etait de i3 degres, et je le 
placai a cote d'un appareil tout semblable contenant de Teau distillee qui avait ete 
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portee a la temperature de zero ; il y avait un peu plus d'eau que de sulfate de 
soude. J*observai alors le rcchauflTement des deux ballons. 



TeroperaturoB relies dans les deux ballotift 


contenant : 




le sulfate de soudc. 


I'eau distillee. 


O" 


O^ 


I" 


)) 


6%5 


5%6 


9% 5 


1%6 


i3« 


i3« 



A roriginc 

Apres (lix minutes . . 

Apres quarante minutes 

Apres quatre-yingt-dix minutes... 
Apres trois heures ct dcmie 

Les deux ballons etant revenus a la temperature ordinaire, je brisai la pointe du 
ballon a sulfate de soude, et j'amenai le liquide au contact de Tair; il ne tarda pas 
a se prendre en masse, ct le thermometre qui ne plongeait qu'en partie dans le 
liquide solidifie marqua 23 degres. Le thermometre, apres Texperience, etant 
plonge dans la glace fondante pendant trois heures, indiqua + o^,5; le zero n'avait 
done pas change. Un appareil tout a fait semblable fut place dans un melange re- 
frigerant; la temperature s'abaissa progressivement, ct lorsque le thermomfetre fut 
descendu d'une maniere continue jusqu*a 8 degres au-dessous de zero, la masse sc 
solidifia, en meme temps que la temperature remonta au del^ de 20 degres. 

Les experiences que je vais rapporter ont ete faites un peu plus tard, de ma- 
nifere k mettre a profit les temperatures basses de I'hiver. 

Deuxieme experience (24 decembre i860). 

Je fis choix de deux ballons en verre aussi semblablesque possible, de la capacite 
de 100 centimetres cubes environ, et de meme diametre. A leurs cols avaient ete 
sondes des tubes d'a peu pres 1 5 millimetres de diametre et de 60 centimetres de 
longueur, et Ton avait introduit dans chacun d'eux un thermometre avant d'etirer 
les tubes vers rextremito. Dans Tun se trouvait une solution chaude de sulfate de 
soude qui fut portee a rebullitiou, puis mise a refroidir lentement en presence de 
Fair calcin6, comme il a etc dit plus haut, puis le tube fut scelle k la lampe. La meme 
operation fut executee sur le deuxieme ballon, aveccette difference que Ton y avait 
introduit un poids d'eau a peu pres egal au poids de sulfate de soude contenu dans 
le premier ballon. En maintenant Tebullition pendant le meme temps, je pouvais 
esperer que j'experimenterais sur des masses ayant a peu pres le meme poids. 
En effet, rexp6ricnce tcrminee, les ballons furent ouverts, et je reconnus que 
j'avais opere sur une solution de sulfate de soude qui pesait 4o^%95 et sur un 
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poids (I'eau egal a 4^ grammes, c'esl-a-diresuperieur de \^\o5 au poidsde la solu- 
tion de sulfate de soude employee. D'autre part, le tbermometre plonge dans le 
sulfate de soude avail son zero a zero, et le tbermometre plonge dans Teau avait 
son zero a -f- o^,4 avant et apres Texperience. 

Le lendemain {^5 decembre i860), il s'etait forme, dans le ballon a sulfate de 
soude, des cristaux volumineux, transparents, de sulfate a 7 equivalents d'eau qui 
furent redissous par Televation de la temperature, et lorsquc je me fus assure que 
le liquide elait parfailement limpide, que toutc strie avait disparu, les deux ballons 
furent places a cote Tun de I'autre dans un meme bain de mercure cbaud, enayant 
soin de les immerger completement et de les enfoncer jusqu'a la meme bauteur au- 
dessus de la naissance du col. J'avais adopte cette disposition pour cbauffer ega- 
lement les deux appareils et pour eludier leur refroidissement dans des conditions 
aussi semblables que possible. Au bout d'une beure, les deux ballons etaient sf la 
meme temperature, inferieure de a degres a celle du bain, qui etait maintenue a 
peu pros constaute dans les environs de 35 degres. Les cboses etant ainsi disposees, 
j*enlevai rapidement les deux ballons du bain chaud dans lequel ils etaient plouges, 
t't, apres les avoir epoussetes pour enlever la petite quantite de mercure adherente, 
je les suspendis a environ 2 metres Tun de I'autre, a la meme hauteur au-dessus du 
sol, au milieu d'une grande salle non cbauffee dont la temperature fut tres-sensi- 
blement constante pendant toute la duree de I'experience. En effet, cette tempera- 
ture etait de -+- S'^jS au commencement, vers 2 beures de Tapres-midi; a 5 beures, 
elle elait encore de 3^,5; a 6** 5o°*, clle n'etait plus que de 3^,2 comme a 8** 30"", 
ainsi que le lendemain, c'est-a-dire dix-huit heures apres la premiere observation. 
Les deux ballons etaient done soumis au refroidissement dans les memos condi- 
tions et dans une enceinte de temperature invariable. Le temps fut mesure au 
moyen d'une bonne montre ordinaire. J'attendais, autant que possible, pour faire 
une observation sur chaque ballon, que le niveau du mercure du tbermometre qui 
Y <etaft jcontenu vint affleurer exactement avee la division gravee sur la tige. Je 
notais le temps en appreciant sur la montre les fractions de minute. 

Los resultats de rexp^rience sont consignes dans le tableau suivant dont la pre- 
miere colonne coutient^les temps auxquels chaque observation a etc faite; j'ai pris 
pour origine du temps 2 lieures de Tapres-midi. Les colonnes suivantes contiennent 
les temperatures observees^Pt corrigees pour le sulfate de soude et I'eau; en outre, 
la temperature ambiante et le^sexcfes de temperature pour chaque dissolution. 
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(') Rvfraclion du c)*^ ii c.iusi> 
do la soudure, Krrcur pos- 
fiildo d(i quclquos dixu'mos. 

(') MO^mc obsorvniion pour 
le8o. 

(') Dos crisUiux apparais- 
soiit au fond du l>alloii avec 
production di* Htriof^ <lnii9 la 
masse. 

{*) lis uufrmontoiu. 

(') lis au^montoiit. 

(*) lis augmoulcnt. 

(J) l/auQinentation |>aralt 
iiixonsibic, mais on distingue 
encore quelqucs stries. 

(') La liqueur est limpidc, 
mais il existc dcs cristaux a 
7 equivalents dV^u uu fond 
du ballon. 

C) Pendant la nuit, lu tein- 
])ci-ature do la sitlle a dii bais- 
ser, ct commc dans le jour il 
Y a uni>au[;mentatlondequeI- 
qui's dixiemes, les tht>rinome- 
tres places dans I'air, ayant 
moins dc masse, out dO accu- 
ser uiie dirr«{rence avec les 
thermometres des ballons. 
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Interpretation de ces resultats. 

Au moyen de ces donnees, on peut construire deux courbes qui representeront 
les exces de temperature des ballous sur la temperature ambiante pendant toute 
la duree de I'experience, et qui pourront donner une idee de la marche du refroi- 
dissement des deux liqueurs [PL Illy fig. 22). 

Ces deux courbes offrent des particularites fort remarquables. 

La courbe relative a Teau est une courbe parabolique qui indique une marche 
reguliere dans le refroidissement du liquide. 

II n'en est plus de meme pour la courbe du sulfate de sonde, qui, apres s*etrc 
inclinee progressivement en suivant une marche analogue h celle de Teau jusqu'a 
re que I'exces commun soit de 1^,9, se releve brusquement jusqu'a un maximum 
corrcspondant a 2°,5, pour s'abaisser ensuite progressivement jusqu'a zero. Or 
Tobservation m'a montrc que cette difference dans la marche du refroidissement 
correspondait k un depot de cristaux au sein de la liqueur, qui devait necessaire- 
ment occasionner un degagement de chaleur, venant compenser les pertes par 
refroidissement. Cette formation des cristaux a dure assez longtemps, et c'est co 
qui explique comment la temperature du ballon a sulfate de sonde est rest^e supe- 
rieure a la temperature du ballon k eau. Mais apres dix-huit heures, le ballon a 
sulfate de sonde 6tait revenu k la temperature ambiante; le meme effet se serait 
produit apres un temps beaucoup moins long, comme mes observations faites dans 
la premiere experience de ce chapitre le demontrent, s'il n'y avait pas eu compli- 
cation du phenomcne par suite de la production de cristaux de Thydrate a 7 equi- 
valents d'eau. Cette experience, sufHsamment precise pour atleindre le but que je 
m'etais propose, me parait offrir toutes les garanties desirables; elle montre bien 
qu'il n'y a rien de mysterieux dans la marche du refroidissement de la solution 
sursaturee de sulfate de sonde soumise on non a I'influence de la pression atmo- 
spheriquc; et que, en operant dans des conditions convenables, cette solution peut 
reveuir tres-exactement k la temperature ambiante dans un temps qui ne differe 
pas beaucoup de celui que met I'eau dans les memos circonstances, surtout si Ton 
operf^ on evitant la production de cristaux du sel SO\NaO -4- 7 HO. 

Remarque . 

L'inspcction des deux courbes du refroidissement de i'eau ci du sulfate de sonde monire 
qu'ellcs sont d'abord a pen pres parallelcs, ce qui doit arrivcr d'apres les observations de 
Dulong el Petit sur le refroidissement. Mais, pour un exces d'cnviron 12 degres, la courbe 
du sulfate de sonde vient couper la courbe de Teau, puis reste en dessous jusque vers un 
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exces de i dcgres, cl remonie a partir de ce point pour rcslcr constamment au-dessus de 
la courbe de Teau. II semble done que la vitesse de refroidissement, plus grande d'abord 
pour le sulfate de soude, devienne ensuite plus petite que celle de I'eau. Si ces resullats 
ne tiennent pas a rimperfection du proced6 employe, ce qui est probable, en raison de 
la marche rcguliere des deux courbes, ils indiqueraient un changement dans la nature com- 
plexe dc la liqueur, dui tr^s-probablement a la naissance de Thydrate a 7 equivalents d*eau, 
qui commencerait ase former lorsque Texces de temperature approcheraii de 12 degres. 
II doit y avoir la, au sein du liquide, un travail mol^culaire qui, d^gagcant de la chalcur, 
change la marche du refroidissemenl de la solution saline. Je me propose d'etudier cette 
question de mecanique mol^culaire en soumettant au refroidissement les solutions do sul- 
fate de soude et de differents sels dans des conditions qui permettent d'eviter toute cause 
d*erreur. II me suffira d'employer un appareil analogue a celui de Dulong et Petit, ou de 
Desains et de la Provostaye, et d'observer le refroidissement de quantites rigoureusement 
egales d'eau et de solutions salines dans le vide et dans une enceinte maintenue a zero, 
pour decider la question et pour ^viter les incertitudes qui pesent naturellement sur Tex- 
pirience que je viens de rapporter et qui n*avait pour but que la refulation des resultats 
signales par M. Terreil. 

Troisieme experience (8 Janvier 1861). 

Le ballon qui m'a servi dans Texperience precedente a etudier la marche du 
refroidissement, contenant a I'interieur le thermometre dont le zero estau o degre, 
est suspendu a Tair libre dans la cour du laboratoire, la temperature exterieure 
6tant de 8 degres au-dessous de zero au commencement de Texperience (3^,35™ du 
soir). II ne peuty avoir ici d'autre influence que celle resultant de la temperature, 
puisque Tappareil est completemeut clos et qu'il renferme de Tair sous la pression 
atmosph^rique, mais de Tair prealablement calcine. 

Les resultats de Texperience sont consignes dans le tableau suivant : 
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TEMPS tcOVLk 


TEMPERA- 


depnlf 


TURE 


rorigino. 
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OBSERVATIONS. 



A rori(rine, il yadans lo ballon descrifttaui tranaparentsdeSO*|NaO-i-7HO. 
On apcr^oit dc pctits mamclons blanca en forme da choux-fleur* sur los 
parois. 
Id. arec au^entadon. 
Id. 
Lcs crislaux opaques, on choux-fleurs, sont venut k la surface du liquide. 
On agite dc temps on temps. Les cristaux du fond sont blancs, trans- 
parents, n'augmcntent pas. 
Dc petits cristaux d'aspect farineux apparaissent h la surface des cristaux 
transparents du fond, k 7 equivalents d'eau. 
Id. 
Id. 
Dcs cristaux en ai{[uilles so ferment sur les cristaux du fond toujours 

transparents. 
On distinjpie ncttement uno portion dc liquide limpido entre la surface 

et lo fond, la surface est recouvorte de choux-fleurs. 
II u'y a plus do liquide, on voit des cristaux transparents au fond et une 
masse opaque au-dessus, mais il n'y a pas solidification, co qu'indique 
la transparence des cristaux. 

Le lendemain matin, c'cst-a-diro seize heures aprte le commencement 
de Texptirieuce, la temperature du ballon est de — i a degres ; la tem- 
perature dans la nuit est dcsccndue a — 18 degr^; la sursaturation a 
oesse, car lcs cristaux h 7 Equivalents d'eau ont perdu leur transparence. 



I 



Remarque. 

Ces resultats, traduits par la courbe {PI. Illy Jig. 23), confirment pleinement ceux que 
Loewel a trouv^s dans des circonstances analogues (i), en operant avec des tubes scell^s pri- 
vcs d'air. La presence ou Tabsence de Fair ne change done rien aux phenomenes observes. 

Cette courbe represente la marche du thermometre du ballon et non plus ses exces de 
temperature sur la temperature exl^rieure, comme dans la courbe (P/. ///, Jig. 22). J*ai dik 
me borner a cette indication, attendu que la temperature ambiante ne pouvait 6tre consi- 
derec comme constante pendant la duree de Texperience. 

Quatrieme experience. 

Un ballon analogue au precedent, contenant une solution de sulfate de soude 
sursaturce, de i'air calcine, un thermometre, a ete expose ^ Tair froid, mais sa 
temperature n'esl point descendue plus bas que 4 ^ ^ degres au-dessous de zero. 
II s'est forme, comme dans la troisieme experience de ce Chapitre, d'abord des 
cristaux en mamclon au-dessus des cristaux transparents ^ 7 equivalents d'eau; 
i*appareil ayanl ete rentre au laboratoirc, les cristaux en mamelon se sont redis- 



(i) Jnnales de Chimic ct tie Physique, V s^rie, t. XXIX, p. 72. 
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SOUS et Ics cnslaux ^ 7 Equivalents rl'cau sont rcstes limpides, ce qui Induiuail 
qUe la liqueur etait sursaturee. C'est la deuxieme partie ile rexprrience cilice dc 
Lcewel que jc repelai en presence de I'aip calcind. Je pla^ai ensuitc Ic ballon dans 
tin melange refrigerant ; la temperature du thermomi'tre intorieur s'abaissa rapide- 
ment jtisqu'a 8 degrfis au-dessous de zfiro, puis tout a coup elle remonta. La masse 
etait soUdifiee au-dessus des crisliiux ^ 7 equivalents d'eau devenus opaques. Le 
halton avail vtd constainment agite dans le molangc. et il y eut loujours du liqulde 
jusqu'au moment o^se fit la solidifieatiun. 



Cinqmime experience. 

Dans le but de delerniiner avec plus de precision le point de solidification de la 
solution sursaturee de sulfate de soude, j'operai sur unc quantite de liquide beau- 
coup plus minime, de maniere a pouvoir mieux reparlir la cbaleur dans la masse 
de liquide et de cristaux pen conductrice du calorique. A eel effet, \c me servis 
d'un tube {PL II, Jig. ^), au lieu d'un ballon, eontenant loujours, comme dans 
les experiences precedentes. du sulfate de soude en soliition sursaturee. de I'air 
calcine el un lliermomelre. Quelques cristaux de sel a 7 equivalents d'eau s'claienl 
formes en A, L'apparei! ful j)lac^ dans un melange refrigerant seulement jus- 
qu'en B, de manii;re a pouvoir observer le liquide un pen au-dessus de la surface 
du melange. La temperature s'abaissa tres-vite et progressivement jusqu'a 8 degres 
au-dessous de zero, puis lout a coup elle remonta jusqu'a + 3 degres, et je vis en 
m€me temps I3 cristallisalioo se propager rupideroent dans la colonne de liquide BC 
que j'avais menagee au-dessus du melange refrigerant. 

J'atlaclie peu d'importance a I'elevation de temperature du IhermomMre dans 
ces experiences ; elle u'cst jamais Bxe et depend de la masse sur laquelle on opere 
ainsi que de la temperature du melange. II n'en est plus de meuie <le la tempe- 
rature a laquelle la solidification a lieu, qui est toujours exaclement de 8 degres 
au-dessous de zero. 



Conclusions deduites des experiences du Chapitre III. 

I. La solidificalion d'une solulion sursaturee de sulfate de soude se produitsi sa 
temperature s'abaisse exaclement a 8 degres au-dessous de zero, en presence ou 
en I'absence de I'air; lea cristaux formes ne se dissolvent plus si on les amene a 
la temperature ordinaire de 1 2 ou t5 degres, 

II. Si le refroidisseraent est Irfes-ient, la liqueur peul de[)oser d'abord des cris- 
taux transparents de sel a 7 equivalents d'eau , la temperature etant maintenue 
au-dessus de zero. Si la temperature s'abaisse toujours lentemenl au-dessous de 
zero, il se forme un autre Iivdrate qui cristallise difiicilemenl en forme de cboux- 

3o. 
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fleurs el dout la quantite maximum se produit vers 4 degres au-dessous de zero. Si 
Ton ne descend pas au-dessous de cette temperature, le iiquide reste sursature» et 
ce second hydrate pent se redissoudre si la temperature est superieure a o degre. 
Mais que le refroidissementsoit lent ou rapide, qu'il ait lieu avec ou sans agitation, 
en presence ou en Tabsence de Tair calcine, toujours la sursaturation cessera 
lorsque la masse aura atteiut 8 degres au-dessous de zero (i). 

III. Apres un temps variable, suivant qu*il y a ou non cristallisation de Thydrate 
i) 7 equivalents d*eau, la solution sursaturee de sulfate de sonde faite a chaud revient 
a la temperature ordinaire, apres un temps qui n'est jamais excessivcment long. 

IV. La vitesse de refroidissement d'une solution sursaturee de sulfate de sonde 
pent etre differente do celle de Teau, mais cette difference tient k des actions 
nioleculaires qu'il est facile d'interpreter. Elle depend de la quantite de sulfate a 
7 equivalents d'eau qui pent se dcposer. 



CHAPITRE IV. 

INFLUENCE DD CONTACT DES CORPS STIR LA SURSATURATION, 



En parcourant les differents Memoires qui ont ete ecrits sur ce sujet, on est 
frappe des contradictions qui existent entre les divers auteurs, et souvent meme 
entre les assertions du meme auteur. Aussi, en presence de cette confusion g^n^rale 
et du disaccord de ses propres experiences, M. Schr5der (2) ne pent s'empecher 
de tirer cetle conclusion, la seule qu*une saine logique permettait de deduire : 

( Cost toujours une affaire de hasard si une parcelle d*une substance donnee 
provoque ou non la cristallisation des solutions sursaturees, et la seule regie ge- 
nerale qu'on puisse tirer de ces experiences, c'est que toutes les substances si 
diverses qui ont ete essayees sont sans action si leur surface n'a pas ete exposee 
pendant quelque temps an contact de Fair. » M. Schroder est parfaitement dans 
le vrai, car on ne pent tirer de conclusion de toutes les experiences qui ont ete 
faites, qu'autant qu'elles ont fourni des resultats negatifs. Gela tient k ce que dans 
tons ces essais on n'a point jusqu'a present elimine completement I'influence de 
Tair commun qui pent apporter des elements de complication. II est impossible de 
dire, lorsque la cristallisation a lieu, si elle a et6 dcterminee par le corps lui-meme 
ou par Tair loge dans les pores ou dans les anfractuosites de la substance; d'autre 

(i) Los choses so (^assent tout differemmont avec le sulfate de magn^sio et Talun, qui peuvcnt 6tro ame- 
nds jusqu'^ — 10 degres sans que la sursaturation cesse. 

(1) Jn/ialen der Chemie und Pharmacie, t. CIX , 1859, P- ^^y § ^3. 
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part, on sail que la plus pelile quanlite d'air suffil quelquefois pour provoquer la 
cristaiiisation; tant6t, au contraire, on voU ries liqueurs rfister sursaturecs en 
presence tie volumes considerables d'air ordinaire. Je possede des bailons qui, 
depuis iHGo. conliennent des solutions sursaturees de sulfate de soude eu presence 
d'air qui n'a subi ui calcination ni tamisage au monient ou il a 6le inlruduil. Je 
reviendrai plus loin sur ee sujet; je prie le leciour de vouloir bicn admetlro le fait 
pour le moment. 

Lcs experiences que je vais rapporler ont ete dirigees dans le but de me sous- 
traire complelement aux causes d'erreur non evit^es jusqu'ici dans les metbodcs 
experimentales employees par differents savants. 

J*examlnerai successivemeot rintluence des gaz, I'iiifluence des liquides, puis 
rinfluence des solides sur les solutions sursaturees de sulfate de soude. 

^ Il — Influence des gaz. 

Je QC m'occuperai point ici de I'air comraun, dont Paclion sera examinee plus 
lotn en detail , mais je feral rentrer dans cette etude lous les principes gazeux , 
oxygene, azote, aeide carbonique, etc., (jui sont ou peuvent eire conlenus dans 
I'air. 

^. Gaz PhCI'AHF.S a thoid, 

Je place dans un flacon de Woolff a trois lubulurcs (P/. //.^^. 5J lcs substances 
qui, par Icur reaction, doivent doaner naissanre au gaz que je veux obtenir. A 
I'une des tuhulures du flacon est adaptce, au moyen d'un boucbon en caout- 
chouc, restremile recourbce du col itroit d'un ballon contenant une solution sur- 
saluree de sulfate de soude dans le vide. La pointe recourbce a etc I'ayee a la lime, 
puts lavee a I'eau distillee et chauff^e ii la tampe S espril-de-vin avanl d'etre in- 
Iroduite dans le boucbon en caoutcbouc de la tubulure A. Les deux autres tubu- 
lures portent, engages dans des boucbons en caoutchouc, un tube a entonnoir et 
un lube abdiicleur qui plonge dans I'eau. Je laisscdcgagerle gaz pendant un temps 
assez long pour que tout I'air de I'appareil soil elimine. Quand je juge que i'ope- 
ralion a marcb6 suflisammenl longtemps, je casse en A la pointe de I'extiemite 
recourhee du col du ballon, en appuyant a f:iux cette pointe conlrc la paroi du 
flacon et en ayant soin que le d^gagemenl du gaz soil assez fori en ce moment. Le 
gaz rentre alors brusquement dans le ballon vide d'air. 

Les gaz sur lesquels j'ai expcrimente sont : rbydrogt''ne, I'acide carbonique. 
I'bydrogene sulfure, le bioxyde d'azote. Aucun d'eux n'a determine la cristaiii- 
sation, memo longtemps apres qu'on les eut separes de I'appareil en coupant U 
col do ballon par un jet de flamoie en B. ■"" ' - -" ■- 
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Reniarques. 

L'hydrogene sulfure a forme un leger precipite de sulfure metallique provenant des im- 
puretes du sulfate. 

Le bioxyde d'azole a produil une vapeur rouge en rentraut dans le ballon; il y avail done 
un peu d'air; le vide n'^laitpas parfait. 

Malgre cela les liqueurs sont restees sursaturees. 

B, Gaz pr£par£s a chaud. 

Le gaz sur lequei je voulais experimenter etait recueilli dans un flaeon de i a 
2 litres, que je fermais avee un bouchon en caoutchouc* dans lequei passait la 
partie recourbee du col d'un ballon contenant une solution sursaturee de sulfate 
de soude dans le vide {PL II, Jig, 6). Apres plusieurs heures, le gaz etant re- 
venu a la temperature ordinaire, je cassais la pointc du ballon en I'appuyant a 
faux contre le goulot du flaeon pour introduire le gaz dans le ballon vide d'air. 

Les gaz sur lesquels j'ai experiment^ sont : Toxygene, Tazote prepare par le 
procede de M. H. Deville, consistant a absorber Tair par le protoxyde de manga- 
nese ; le protocarbure d'hydrogcne, le bicarbure d'hydrogcne, le gaz de Teclai- 
rage. Aucun d'eux n'a determine la cristallisation, meme apres plusieurs mois. 

Le gaz de I'eclairage offre un certain intcret en raison des circonstances de sa 
preparation en grand, des diverses manipulations qu'il a subies, et des frotte- 
ments rapides et lents qu'il a du eprouver en passant a travers les epuraCeurs, les 
compteurs, les tuyaux d'une grande ville. II ne provoque point la cristallisation 
plus que l€s autres. Pour s'en convaincre, on n'a qu'k engager le col droit d'un 
ballon de sulfate de soude dans un des nombreux tuyaux a gaz d'un laboratoire et 
a appuyer a faux, de maniere a casser la pointe du col dans le caoutchouc. II n'y 
aura point de cristallisation. 

C. Gaz TRtS-SOLUBLES. 

Le ballon dans lequei le gaz se produit {Pi, 11^ fig. 7) porte un bouchon en 
caoutchouc traverse par Texlremite recourbee du col d'un ballon a sulfate de soude 
vide d'air, et en outre par un tube abducteur recourbe de 90 centimetres de lon- 
gueur plongeant dans une petite cuve a mercure. On fait degager le gaz pendant 
un certain temps, et lorsqu'on est sur que tout Fair est chass^, ce qui arrive 
loi*sque I'absorption du gaz par I'eau est complete, on casse la pointe effilee du 
col du ballon en appuyant a faux contre la paroi, et le gaz rentre rapidement dans 
le ballon vide d'air, en meme temps qu'il est absorbe par le liquide, ce que Ton 
reconnait a I'ascension du mercure dans le tube abducteur. On continue ^produirc 
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le gaz ju&qu'a ce que le liquide ea soil biea sntiire, el on mel lin a Texperience 
on detacbant le batloii par un jet Je flaramc sur lu col. 

Les guz sur lesquels j'^i opere sont : le gaz ammoaiac, le gaz acidu cblorliydri- 
qiie. lous deux fort solubles el de proprielos tres-differentes. Ni I'un oi I'aulre u'a 
produil (le crlstallisaliun subilo. 

Le gaz ammoniac a occasionue un ieger precipile floconneux, provenatit ues- 
probableinent d'uii pen d'alumine, et le gaz chlorbydrique a produil une Ires- 
legerc effervescence, due a un peu de carbonale de sonde conlenu accidentellenient 
dans le sulfate employe. 

Apres plusieurs jours, les ballons elaut restes limpides, je brisai la pointe et 
j'nmenai le ttquide au contact de Pair : la solution se prit en masse comme a Tor- 
dinaire. La presence d'une grande quantity de gaz soluble n'avail done pas fait 
changer I'elat de sursaturation. 

Conclusions ileduitcs des experiences du % I du Chapitre If'' . 

De CCS experiences nombreuses, on pent conclure par induction, contrairenienl 
a raffirmalion de Gay-Lussac dans son Memoire sur Tiiilluence de la pression de 
I'air sur la cristallisation des sels (i), qu'aucun gaz, en lant que gaz. ne deter- 
mine la cristallisation subile des solutions sursatur^es de sulfate de sotide. Cela est 
vrai aussi bien pour les gaz prepares ^ froid, tels que Thydrogene, I'acide carbo- 
nique, I'hydrogene sulfure, le bioxyde d'azote, quo pour les gaz prepares a chaud. 
tels que Toxygcne, I'azote, le protoxyde d'azolc, les carbures d'hydrogene, aussi 
bien pour les gaz Irts-solubles que pour ceux qui le sunt fort peu. aossi bien pour 
ies gaz acides que pour rammoniaque, gaz alealin. Cela est \rai ^gatement pour 
des gaz prepares depuis longtemps, comme te gaz de I'eckirage, qui a du subir 
toutessortcs de frotlements dans le trajet qu'il a eu ii parcourir. 

Les resultals uontraires cites par Gay-Lussac el par d'autres proviennent sans 
nul doute d'un mode vicieux d'experimentalion, qui a du permetlre la rentree 
de I'air commun ou de corps elrangers. 

g II. — Influence des liquides. 

A. LlQVIQM CHAUFFfia PUIS BEFROtDIS EN Pll£SENCE DE l'iIX CALCIC 

Pour Windier rintluenee des liquides cbauffes ii rebuliition, puis refroidis ju^- 
qu'k la temperature ordinaire, j'ai pris tes dispositions suivantes : 

(t) Annates Je Chimte et de Phydque, i™ rfrip, I. LXXXVll, p, aa8. — M^meim de Chimie el de 
P/iysique de la Society d'ArcuctI, I. lU, p. 183. 



Lc ballOD i sulfate cle soude A [I'l. U,fig. 8), dont te col B est recourbe, vien 
s'engnger dans uii tube en caoutchouc CE, que Ton peul serrer tres-fortement 
au moyen d'un compresseur melallique ii vis Di. Lc caoutchouc communique avec 
un lube a pointc effilee EF. Le caoutcljouc est forlcracnt scrre par des liens au_ 
lour du tube. Le lube EF passe dans un bouchon en caoutchouc M qui s'adaplera 
bicntol \\ la lubulure d'une cornuc contcuant le liquide sur lequel on veut experi- 
menter ; la cornue communique avec un ballon coiiilenseur G, par Tintermediaire 
d'un bouchon en caoutchouc, et le ballon condenseur communique lui-meme avec 
un appareil K pouvant fournir de I'alr calcine. 

Les i-hoses etanl alnsi dispos^es, on porte le liquide du ballon A a rebullition. 
en meme lemps que le liquide F de la cornue. et on engage la poinle EF dans la 
cornuc, en serrant le bouchon M. sans que le liquide A cesse de bouillir. On 
msintient I'cbullition pendant quelquc temps, puis on serre le compresseur ID, le 
liquide F etant toujours en ebullition , mais !e feu ayiint cte eloigne du ballon A 
en ce moment. Au bout d'un certain temps, on laisse renlrer Fair calcine dans les 
vaisseaux, et quand tout est rcvenu a la temperature ordinaire, on ferme I'appa- 
reil au moyen d'un jet de ilamme applique en U. 

Lorsqu'apres deux, trois et meme huit jours on veut proceder a I'experience, on 
desserrc leg^rement le compresseur ID ; comme le ballon A est vide d'air. le liquide 
de la <'.ornue F y renlte; on en laisse arriver quelques goulles en A, on agite, on 
resserre le compresseur pour laisscr rentrerde nouvcau du liquide en plus ou moins 
grande quantite, et quand ['experience est termiiiec, on detache le ballon en B par 
un jet de Ilamme. 

J'ai opere sur les liquides suivants : aluool ordinaire^ tjodegres de I'alcoom^lre, 
alcool amylique, ellier, huile d'oUve, et j'ai pu constater qu'aucun de ees liquides. 
cbauffe d'abord, puis refroidi avec les precautions que j'ai indiquees, ne fait cris- 
talliser en masse les solutions sursalurees. 

J'ai pu verifier par ce proccde un resultal annonce par Lcewel (ij dans son pre- 
mier Memoire, et qui lui a pcrmls d'obtenir I'iiydrate k 7 equivalents d'eau. En 
laissant renlrer de I'alcool froid lenlemcnt, de maniere k lc maintenir a la surface 
du liquide du ballon, on voit nailrc, au bout d'un quart d'heure, de petits cristaux 
en lamelles a la surface de separation des deux liquides; ces cristaux augmcnlent 
peu a peu et finissent par former une couche assez epaisse. La crislallisation mar- 
che lentemenl par I'hydratalion de I'alcool, mais elle ne ressemble en rien 3 la 
crislallisation rapide qui fait cesser la sursaturalion. 11 s'est forme tres-probable- 
menl I'hydrate a 7 equivalents d'eau indique par Lcewel. 

Si on laisse rentrer uhe quantite considerable d'alcool et d'une maniere tumul- 



(II Aunntf-tiir Chiniie el dc Physiifiir, 3* s4rie, 1. XXIX, p. Ii6; ct I. XXXII!, p. 534 
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tueui^e. le li(|uiile sembic se prendre en masse, par suite de la |irodiiction des cris- 
Uux a 7 equivalents d'eau sur lous les points. 

L'etlier el I'alcool amylique semblent se comporter comme I'alcool ordinaire, 
mais cependanl avec moins d'energie. 

B. LiQUIDES FBOIDS EXPOSES A l'hIB. 

Je me sers d*un ballon dispose absolument conime le ballon A des experiences 
precedenles, a eo! recourbe, muni de son caoutcbouc, de son compresseur et de 
son tube en verre terraine en pointe. Seulenient. quand I'ebullilion est sur le point 
d'etre lerminee, je plonge la pointe F dans le liquide frold soumis k I'experience, 
el je fals degager quelques bulles de vapeur; puis je ferme le compresseur et 
j'abandonne I'appareil an rcfroidissement. Ic liquide etant expose ^ I'air par sa 
surface. Le lendemain, par exemple. je desserre legerement le compresseur et je 
laisse rentrer pen a pen le liquide pousse dans le ballon vide d'alr par la presslon 
atmospberiquc. 

Les llquides sur lesquels j'ai opere sont : I'eau distillee, I'eau de puits, I'eau 
de plule recueillle sur les toils, I'alcool ordinaire (a 90 degres de ralcoomelre], 
I'alcool am}'lique. I'huile d'oUve. Ces liquides determinent la crlstallisailon en 
masse, souventau boutde ires-peu de temps, excepte I'eau sous toutes ses varieles, 
et cependant I'eau des toils contient des substances tres-complexes, des corpuscules 
organiques, des maliferes terreuses, du cliarbon tres-dlvlse, etc. 

On salt du reste que la coucbe d'bulle que Ton place souvent a la surface des 
vases dans lesquels on veut preparer une experience de soHditicatlon de sulfate de 
soude ne preserve pas tongtemps ces liquldes; souvent. du jour au lendemain, les 
solutions sont prises si les vases sont restes ouverts au contact de I'air. 

^' III. — Influence des solidcs. 

A. MBTRODE aeNtBALE. 

Dcpuls la publication d'un extrait de ce travail, qui a ete faite en i860, dans les 
Memoires de la Sociile des Sciences, Agriculture et Arts de Lille, j'ai fait construire 
un appareil plus complel, plus commode el plus siir que celul que j'avais employe 
dans mes premieres experiences, d'apres le modfele de celul qui a ser>i aM. Pas- 
teur dans son travail sur les corpuscules organises de I'atmosphere (1). J'ai repris 
toutes mes experiences dans ces nouvelles conditioas, et je vals tndiquer les re- 

(i) Jnnalcs <le Chimie et de Phrsi'jue, 3' B^rie, t. LXIV.- Annalas ties Scitaces natuirUes (Zoologie), 
4' s*rie. I. XVI. 

.iHtiaUl icienll/ques de CEcoU ffannale supeneure. Tome III. 3l 
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sultals auxquels je suis arrive. Mais coniroe j'ai apporte a cet appareil quelques mo- 
difications qui pendent son emploi plus avantageux pour I'objet de mes recherches, 
je crois devoir le decrire d*abord dansses dispositions les plus g^n^rales. 

Description de V appareil a projection. 

Un tube en platine AB [PL II, fig. i^)^ contenant a Tinterieur une spirale en 
platine, pent etre maintenu au rouge par le petit calorifere a gaz C; en D se trouve 
unc plaque en terre cuitequi serld'ecran, et autour de rextremile B du tube en 
platine se trouve enroule un echevcau de coton sur lequel on fait arriver constam- 
ment un filet d'eau. Le tube en platine est en communication, au moyen d'un 
caoutchouc, avec un tube en U, figure en E, ayant i metre environ de developpe- 
ment et qui contient de la pierre ponce impregnee d'acide sulfurique, ou d'eau, 
suivant que Ton veut opcrer dans de Tair sec ou dans de Tair sature d*humidite. 
La colonne de pierre ponce a 80 centimetres de longueur, et Ic tube plonge con- 
stammcnt dans une grande eprouvette remplie d'eau froide; on est bicn siir que 
fair qui rentrera a travcrs le tube de platine incandescent reprendra la tempera- 
lure ambiante apres son passage sur une colonne de pierre ponce qui n'a pas moins 
dc 80 centimetres de longueur. 

A la suite de ce tube se trouve une pifece en cuivre a trois robinets, R,R',R", qui 
permet, soit de faire le vide a I'aide de la machine pneumatique W, dans la partie 
gauche ou dans la partie droite de Tappareil, soit de n'y laisser rentrer que de 
I'air calcine. Entre les robinets R et R', on pent meme adapter un tube en U desse- 
chant, designe par la lettre Y. J'ai supprime ce tube depuis que je me sers du 
grand tube E, et j'ai relie les deux pieces creuses de cuivre qui portent les robinets 
R et R' par un tube droit F mastique dans chaque pi^ce. 

L'extremite G de la piece en cuivre est en communication avec une autre piece 
en cuivre K, a qualre branches, dont je vais faire comprendre I'usage. 

La branche L communique avec l'extremite G par un lube en caoutchouc GHL» 
interrompu vers son milieu par un tube en U que Ton pent maintenir facilement a 
telle temperature que Ton voudra, en le faisant plonger dans un bain refroidi ou 
chauffe. C'est dans cc lube que Ton place les corps sur lesquels on veut experimenter; 
ils sent contenus dans une petite cartouche en verre que Ton introduit par la 
branche 11 en deliant le tube de caoutchouc qui y est adapte. 

La branche N presente une disposition analogue ; elle communique egalement 
par un tube en caoutchouc a un tube en U designe par P, destini a recevoir une 
petite cartouche d'essai et qui sera soumis a toutes les influences de temperature 
par lesquelles passera le tube I. Ce tube pent communiquer avec Texterieur par un 
tube en caoutchouc Q, ferme par un compresseur. 
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Itjta brani'he communique par un caoutchouc avec ud biilloD X contonaot hi 
Solution sursaturee. 

La branchc M, tcrmin^e par un tube en cuivre plus gros que le precedent, tst 
fixee a un gros tube en caoutchouc ST, ferme en T par un coinpresseur. Ce grns 
tube en caoutchouc est destine a rccevoir Ics fraginenls de tube et de verre prove- 
nanl des cxtremites des cols effiles dcs ballons X. Quand il y en a un exces en T. 
on les enleve va debciuchant le tube. Cetle disposition est avantageusc en Ce sens 
f|u"eMe pcnnel de faire plusieurs operatiuns sans craindre d'introduire de I'air 
ronimun, ou des poussieres dans I'appareiL 

Disposition de i'apparcil. 

Avanl dc me servir de I'appareil, toutes les pieces furent laveesa I'eau dislillee 
bouillanie ; les caoutchoucs avaienl el^ prealablement Irailes a rchullilion par une 
solution (le soude caustique a 2 ou 3 degres Baume, puis laves avec soin 'a I'acide 
chlorhydrique faihle et a I'eau. Toutes les pieces furent scchees a I'eluve el irans- 
poi'tees, pour les monter, en lournant les ouverturcs en has. L'appareil i-tani ea 
place, apres que les ouverlures exterieures furent fermees au niojeu des compres- 
seui's, et apres avoir enlevc a plusieurs reprises Tair dc I'inlerieur par des reu- 
trees successives d'air calcine, je promenai au-dessus et au-dessous de toutes les 
pifeces un brasier, jusqu'a ce que leur temperature fut assez elevee pour ne plus 
pouvoir les tenir a la main. Avanl dc me servir definilivenienl de l'appareil, je lis 
plusieurs experiences k bUuc pour m'assurer que tout etait en bon etat. 



Proccdi suivi. 

Sup|iosons (|ue Ton veuille etudicr I'influencc d'une matii're ?oIide quelconque, 
a unc temperature donnee, sur une solution sursatur^c de sulfate de soude par 
exemple. Voici comment on procede : le tube de plattnP Plant porte au rouge et 
Tappureil rempli d'air calctn^ par les essais i blanc qui onl etc fails tout d'abord. 
on enleve le compresseur a vis qui ferme roaverlore (J et on introduil t'extremit^ 
du col da batlon, prealablement raye avec une lame d'acier tranchanle, puis lav^ S 
I'eau distiilee el chauffc dans la ilammc do !'esprit-de-vin, jusqu'a ce que Ton ne 
puisse plus la (enirh la main. On attache fortcmentavec un cordon )e cot du ballon 
au caoutchouc. 

La substance que Ton veut essayer est introduite. avec des dispositions variables 
suivant sa nature, dans de petits bouts de lubes ouverts, que je designerai sous le 
nom de cartouches, que Ton a passes d'abord quelque temps dans la llamme en 
tes tenant piir des pinees en metal ^galement chauffees. On en chaaiTe deux siuiul- 
lanemcnt; on les laisse refroidir a I'abri de I'air commun, sous une cloche par 

3i. 
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exemple on dans u^ tube de vtrrre furme a vm houl; od iDLt'oduIt la subslance dans < 
I'une des cartouches, od fiiit parser cetle derniere par I'ouverturc H daas le lube I, 
ft I'oD place I'aulre (jui est vide dans le tube P. Si la substance peut supporter 
I'action d'une temperature assez elevee, on place, les deux cartouches dans un tube 
de verre d'un petit diametre ferme a un bout, a quelque distance I'une de I'autre; 
on chauCle le tube et, quand il est suffisamment chaud, on introduit la cartouche 
vide dans le tube P sans la toucher et I'exposer a I'air, ct I'autre dans le tube I de 
la roeme fa^on (ij. L'appareil est soigneusemenl refernie. et Ton fait le vide a , 
plusieurs reprises en laissant rcntrer cliaque fuis de I'air calcine. Alors on fcrni|e, 
les robinets R" et R'; on casse I'extremite V du ballon en a a I'endroit oil I'oq a,, 
fait il Tavance un trait. II se forme un vide dans les tubes par la rentree de Taif. 
on X; on ouvre Iri-s-lenlcment le robincl R'. Si Ton opere avec ces precautions, oo 
peut meme ouvrir brusquernentce robinet; la cristalliaalion n'a jamais lieu, k moins 
que le caoutchouc ne soil coupe accidentellement par le verre (2). 

On fait passer !e bout du tube V dans le reservoir ST, puis on agile le ballon ct 
on I'abandonne quelques instants, ((uelques heures ou quelques jours : il n'y a 
jamais cristalllsation si I'operation a ete bien conduite. On fait passer alors la car- 
touche d'essai qui a ete placee en P, puis, apres quelque temps, la liqueur s'etant 
conservee limpide, on fait passer de la meme facon la cartouche T contenant la sub- 
stance que Ton veut essayer. Si I'ou a ioterel a conserver le ballon, on le deiache 
par un jet de flamme en B. 

Ballons contenant les solutions sursatur^es. 
On doit apporter tes plus grands soins dans la preparation des ballons qui reu- 
ferment les solutions sursaturees. Ceux donl je me suis servi avatent une capacile 
de sSo centimetres cubes environ; leur col, Icgcrement etire, etait sonde a un 
tube de verre de 1 centimetre de diametre et de 5o a Go centimetres de lon- 
gueur, lis etaient netloyes en les plongeant dans I'eau pendant vingt-quatre 
heures, puis passes a I'eau dislillee et s^ches au feu. L'extremile ayantete legfe- 
rement etiree et recourbee, j'inti'oduisais la solution saturee cliaude, en vaporisant 
un pcu d'eau distillee introdulte dans le ballon et plongeant rapidement I'extremite 
dans la solution. Lorsque la pression atmosplierique avail fait penetrer la solution 
chaude jusq.u'a moitie environ de la capacile du ballon, je relevais le eol: I'exlre- 
mile etait lavee ext^rieuremenl et interieurement a I'eau dislillee; et, le ballon 
etant place sur le feu, je maintenais la solution en ebullition moderee pendant assez 



(1) II BBrail impossible de donnpr lous ies dfil^ils pour chaque manipulalion ; 00 y suppleera facilement 
d'aprfts ce qui vient d'etre dit. 

(a) On peut m^me se sc^rvirdnce proc^d^ expiidilir pour reroplir au besoin les ballons d'air calcin^; on 
n'a qu'i les dOtacber ensuilo en B S I'jide du clialumoau. 
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longtemps, de maniere a laver les parois du col du ballon par les eaux de conden- 
sation de la vapeur. Puis, enfln, poussant le feu activcment, je scellais le tube a la 
lampe dans la partie 6trangl^e, le liquide etant en pleine ebullition. 

Risultats obtenus. 

Des precautions aussi minutieusesne sont pas toujours necessaires: mais il faut 
bien remarquer que c'est parce que je les ai prises que je suis arrive a des resul- 
tats concord ants. En operant comme je viens de le dire, j*ai reconnu qu'aucune des 
substances suivantes, chauff^es vers loo degr6s, puis refroidies a la temperature 
ordinaire avant leur projection, substances aussi differentes que possible par leur 
structure et leur nature, n'a determine la cristallisation, mfime apres avoir sejourne 
piusieurs mois dans les solutions sursaturees. Lorsque je crus devoir mettre fm a 
Fexpirience, je pris soin de m'assurer que les liqueurs sur lesquelles j'avais opere 
etaient bien reellement sursaturees. Toutes cristalliserent en masse, soit en brisant 
les cols des ballons et amenant le liquide au contact de Tair, soit en laissant tomber 
un cristal de sulfate de sonde a Tinterieur (i). 

/ Fragments de verre (2). 
Corps anguleux ▲ cassubb \ Fragments de pierre ponce. 

BiftCBNTB ou HON i Brins d'amiantc. 

( Brins d'amiante avec pousslere de I'air. 

Fer. 

Zinc. 

„^ I Plomb, etc. 

M£taux / 

Platine, sous ses differentes formes. 

Mercure. 

Mercure de la cuve pris a Tint^rieur et non chaufTe. 

Set marin. 
^ \ Azotate de potassc. 

SeLS solubles HTDBATtS OU ) -, ,^ ^ - / _i . ii- ' 

{ Sulfate de fer cristailise. 

NGN 1 

Sulfate de magn^sie. 

Sulfate de cuivre crisiallis^^ etc. 

Sulfate de cuivre anhydre. 
Sulfate de feranhydre. 
r^«»« *w„.-o ^'«*« ^.^..nr \ Sulfate de soude anhydre par calcination. 

tiOBPS AT1DE8 D BAU 8U8GBPTI- / •^ ^ 

Sulfate de soude anbydre, deshydraie a 34% dans le vide sec. 
Sulfate de chaux calcin6. 
Baryte calcin^e. 
Chaux calcinee. 
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(i) Cette pr^cautioa a 6l6 prise pour toutes les experiences que je citerai dor^navant el qui m'ont fourni 
des i^sultats n^atifs. 

(2) II en est tomb6 fr^uemment dans les liqueurs en cassant le col des ballons. 
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! F^cule de pomme de lerre. 
Amidon du bl6. 

Partie extcrne d'un grain d'orge. 
Parlie interne du mSme. 
Pain. 
Ivoire vegetal du phyt^lephas. 

Substances oaGiKiQUES ( Bois. 

Brins de coton. 

Sucre candi (bientdt dissous dans la liqueur). 

Int6ricur d'une poire (non chauffe). 

Fragment d'os. 

Albumine seche. 

Fibrine seche. 

Aucune de ccs substances n'a determine de cristallisation en masse, ni imm6- 
diatement, ni apres plusieurs mois. 

B. Autre m^inoDE plus restreikte. 

Avant de nieltre en usage la methode de projection, d'un usage general, que je 
viens de decrire, j'avais eu recours, pour certains cas particuliers, k un autre pro- 
cede beaucoup plus restreint, que je crois devoir indiquer ici« parce que les resul- 
tats qu'il f'ournit sont a Tabri de toute objection. 

L'appareil employe [PL II, fig. lo) se compose de deux ballons A et B sondes 
par Ic col en C. Perpendiculairement a la direction des cols des ballons sont 
egalement sondes, en D et en E, deux tubes de verre qui permettent de faire 
communiquerrinterieur des ballons avecr atmosphere ; ces tubes sont legerement 
etrangles en G et en F. A Taide de cet appareil, j'ai pu constater facilement que 
les corps avides d'eau et susceptibles de s'hydrater, tels que les sulfates de fer, de 
cuivre, calcines, etaient bien reellement sans influence sur la sursaturation, et voici 
comment : par Ic tube GE, j'introduisis dans le balloQ B une solution concentree 
de sulfate de sonde, et par le tube FD une solution egalement concentree de sulfate 
de cuivre ou de sulfate de fer; je portai les deux ballons k TebuUition, de maniere a 
chasser tout Tair; puis, au bout d'un certain temps, je scellai a la lampe le tube DF 
en F; je maintins Tebullition en moderantle feu sous le ballon B, puis, continuant 
de chauffer le ballon A, je deshydratai completement le sel qii'il renfermait; quand 
cette operation fut terminee, je scellai le tube EGenG, eLj'abandonnai Tappareii a 
lui-meme pendant quelque temps; apres plusieurs jours, je transvasai pen a pen le 
sulfate de soude du ballon B dans le ballon A, en inclinant doucement et agitant 
de maniere k detacher le sel deshydrate et a eviter toute elevation de temperature 
sensible dans la liqueur. 

Je vis, au bout de quelque temps, le sulfate de cuivre prendre une teinte blcuatre 
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4jui se commuaiquu aultquide. Dans un autre appnreil, Ic sulfate fcrrcux anhydre. 
qui est d'un lilanc gris. prenail une teinte il'iin vert sal«. 11 y nvalt done blen hydra- 
tation leole des deus sels. Pendant qualre jours, i difT^renles reprises, j'agitai !es 
liqueurs; il n'y eut point de (Tistallisation, nieme apres plusieurs mois el mi:me 
piusieurs ann^es. L'hydratation est excessivement lente; les liquides et les pouflrcs 
qui y sont en suspension conservent la meme teiate pendanl longtemps. 

Lc meme appareil m'avait scrvi a demontrer le pen do fondement de eelte autre 
assertion de M. Terrell { i ) : « Tons les corps solubles dans les liqueurs sursaturees 
y d^terminent la cristalllsation lor&qu'on les y jette. • Du sulfate de soude en so- 
lution fut introduil dans le ballon B. ainsi que du sulfiUe ferreux ou du sulfate i\e 
cuivrc dans le ballon A, comrae il a etc dit plus baut. Je porlai ii I'ebullilinn et jc 
scellai a la lanipe les deux tubes F et G successlveinent, mais sans dessecher les 
sels <le fer eldecuivre. Le Icndemain, une abondante criatalllsation de sulfate fer- 
reux se trouva dans le ballon A.elcgalenientuneLTistallisalion de sulfate do euivre 
dans le ballon A d'un appareil semfalable au preeedent.au-dessous d'une eau mfere 
fort peu abondanle de sulfate de fer et de sulfate de cuivre. I.es liqueurs ri^stanl 
limpides par Tagitation, et toute strie ayaut disparu, le sulfate de soude sursaturi' 
fut mis en contact avec chacun des sols, ap^^s avoir di-cante d'abord dans Ic bal- 
lon B les pelites quaotitea d'eaux meres des ballons A. !,es deux sulfates ne larde- 
rent pas k se dissoudre en- partle, etcependantla Hqueurne rristallisa poinlrnmme 
I'avait anuonce M. Terrell. 

11 faut. du resto. proceder avec la plus grande circonspection dans toutes tea 
experiences de ce genre. Souvent des ballons mal prepares .sc preunent au bout 
de qiielque temps, lorsque le liquide est amenc en contact avec quelque point 
(le leur parol, et Ton est expose a attJ'ibuer a un corps Stranger un effet qui 
n'est du qu'ii une niauvaise disposition ile I'experience. J'ai vu cependant des 
liquides de ballons bien prepares se prendre au bout de qoelques jours; mais 
60 examinant altentivcment le point d'oii scmblait parlir la eristalltsatiunf ' je 
linissais par reconnaitre une petite fissure en cet endroil: le iiquide avait done 
pu s'inQlti'er par capillarite et venir cristalliser au dehors, et la crista Hi station so 
propager h. I'interieur. D'autre fois, c'etait la pointe trop line du tube, a Teiidroit 
du scellemeut, qui s'elait casaee, et la rentree de I'air avait pu determiner b crislal- 
lisation. 

C'est pour ces motifs qu'il faut proserire d'une maniere alisolue tous les bouciious 
en liege dans ces sortes d'experlenccs, ou meme les tampons en colon conime les 
employait M. Schroder; lis ne preservent que pendant un temps variable le.s li- 
queurs sursatur^es, comme il le dit lui-meme, lorsqu'il admelque h/orcp induc- 



(t) C'lmpin rentlux, ti sfnilcmbrft i 
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live de I'air n'est jamais nulle ; il aurait du ajouler : la/o/re inductive n'est jamais 
nolle lorsque les ballons ne sont pas bien bouclies ; elle Test toujours, au contraire, 
quaad lis sont bien prepares et scelles a la Ismpe. 



C. EXAHEN BPECUL DE 



INFLUENCE DE LA GUCE A ZEHO SUR tES SOLUTIONS SUHSATUEtES 
I)E SPLFATE DB SOUDE. 



M, Teri'eil aegalement annonce a I'Academie (i ) que< an petit morceau de glace 
a zero, introduit dans une solution sursaturde de sulfate de soude, fait cristaUtser 
immediatement. » Comrae M. Terrell n'a point decritson mode d'op^ralion.ot qu'il 
n'a point indique s'il avait t^vite d'introduire de I'air ordinaire avec la glace, jVtais 
en droit de douter de I'oxactitude de ce resultat; pour resoudre ta question je 
(IJRposai une experience dans laquelle jc produisais la glace dans I'appareil meme. 

Dansun ballon !t col recourbeet large de i3millimetresenviron(P/, III, fig. ii), 
j'avais introduit une solution de sulfate de soude de concentration moyenne, et 
j'avais sceile I'extremit^ A au cbalumeau, aprcs que tout I'air eut etc chass^ de 
I'appareil par I'ebuHition. J'avais choisi une liqueur assez etcndue pour (ju'il ne 
s*y t'ormal point de cristaux de sel a 7 equivalents d'eau par refroidissement. 

I,e ballon B ful completement immerge dans un bain-marie fa} D cbauffe vers 
80 a 60 degres, landis que la brancbe AC fut maintcnue dans I'eau froide. Je vis 
bientfltapparailre une couclie de liquideen A; quandelleatteignit7 a Soentimfetres. 
je redressai le col du ballon apres avoir enleve celui~ci du bain-marie et I'avoir 
laisse refroidir quelque temps en le plongeant dans I'eau. Cette operation fut re- 
petee sept a huit Ibis, de manifere a bien laver tout I'interieur de la brancbe ACct 
a entrainer la moindre parcclle de sulfate do soude qui aurait pu 6tre projetee 
pendant ta premiere ebullition. La vapeur fut condensee une dernifere fois. de ma- 
nierc a produire seuiement quelques centimetres cubes d'eau dislillee en A, puis 
I'appareil futabandonnea lui-meme pendant plusieurs jours, de maniere a m'assurer 
que la sursaturalion persistait. Alors je 6s congeler I'eau reunie en A, en introdui- 
sanl la brancbe AC dans un melange de glace et de scl, en ayant soin, pour eviter 
la rupture du tube, de determiner la congelation lentement par le bas. La glace ful 
enBuile detacbee en cbauffant l^gerement I'extremit^ A, de maniere a obtenir ur 
pen de liquide; puis la brancbe AC fut plac^e dans de la glace fondante pendant 



)l) Complrs rctidiii, a4 seplembre 18G0, 

(a) II fdul bien ae garder de chauffer A feu mi le ballon B, raCmo lorsqua la hrenche A est enlourte de 
glace. En tip6rant ainsi j'ai failli 6tre victime d'une ciplosJon excessivemenl Soile^ qui a litUSralement pul- 
v6ris^ loul I'appareil; cependant ce m^ine bnllon avail r^isl^ di^k k un grand nombre d'op^ralions de ce 
genre. Cette exploaloa est analogue a celles qui ont £t£ observ^ par M. Donoy dans sod travail sur la 
coli^siiin des liquides. 
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trois ou qiialre hcures, afin d'etre surque la glace formee dans le lube a basse tem- 
perature elait bieu reellement revenue a zero. Enfin, apvfcs avoir verse dans le ballon 
le peu d'eau furmee et avoir sigite pour rendre la masse bomogene, je fis tombcr le 
morccau de glace, qui pesait au moins 2 grammes, eu le promcnanl a la SLirface 
du liquide sursature. II ne tarda point a disparaitre eu se liquefiant et sans pro- 
voquer de cristallisation. La menie experience rf'pelee plusieurs fois dans ces 
niemes conditions donna toujours les memes resultals. Ainsi, la glace ne fait point 
^ OTIstalliser la solution sursaturee de sulfate de sonde, en tanl que glace. 
. . J'ajnute cette restriction, parce que si Ton s'ecarte dees cundilioos quo je viens 
de rapporter, on pcut a vulonte faire ou ne pas faire cristalliser la solution. Si, par 
exemple. on ne piend pas la precaution de laver la brancbe AG a plusieurs re- 
prises, il est possible qu'un peu de sulfate de sonde entraine en A fournisse. dans 
la glace on a cote, par suite du froid produit par le melange refrigerant, un petit 
iTtstal de sel ordinaire; alors ce n'est plus seulemenl de la glace que Ton projetle, 
et rien d'etonnant ii ce que la cristallis^tion ait lieu. Le meme effet pourrait se 
manirest<.>r encore, bien qu'on eul lave sufiisamment le tube, si Ton ne mainte- 
nait pas a zero pendant longteaips la glace formee. et si le murceau projete etait 
tres-gros; car la glace refroidie au-dessous de zero par le melange refrigerant 
pourrait, en se dissoivant, abaisser la temperature de la dissolution au point de la 
faire prendre en masse; on sail qu'il sufftt d'un froid de 8 degres au-dessous de zero 
en un seul point tie la liqueur pour determiner immediatement sa solidification. 

Le meme appareil pent servir indefiniment, quand bien meme le liquide aurait 
cristallise; il suffit de dissouilrc les cristaux en les cbauffant legercment vers 
35 degres, puis de placer I'appareil, redresse, dans un grand vase, la marmite d'un 
alambic, par exemple, et de le cbauffer enticrement de nouveau a 100 degres 
pendant une beure. 

D. Action dl- sulfate dk souce a 10 SQUiTALEnTS d'eau sub la solution suBSATtRfiE 

DE SCLPATE BE SOtlDE. 

Les incertitudes qui pesent, comme on a pu I'apprecier plus liaut, sur les re- 
^ gultals donnes par les expenmenlateurs qui ont essaye Taction dcs differcnls corps 
solides sur les solutions sursaturees sont tout aussi grandes lorsqu'ils emploient rin 
cristal do sulfate de soude ordinaire. II est difficile de decider si c'est bien le sul- 
fate de soude qui fait cristalliser, ou si c'est I'air coinmun, ou des corps etrangers 
qui adherent au cristal. 

Aussi, pour resoudre la question, et pour que Ton puisse affirmer que la pre- 
sence d'un cristal a 10 equivalents d'eau determine la crislallisation d'une solution 
sursaturee, il est alisolumcnt necessaire de ne mettre en presence de celte dissolu- 
tion que le crislal seul, en evitant la presence de I'air ordinaire, et .de§ corps 

Vii/;a/f! icitHlipi/url de flcole Normalt supiiirurc. Tome lU. 3a 
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etrangers qui auraient pu se deposer ^ la surface de ce eristal. Ges conditions de 
I'experience ont ete realisees do la mani^re 8uivante : je me servis d^un ballon a 
col tr^s-long, etroit et l^gfefement reoourbe {PL Ill^fig^ \^) contenant une solu- 
tion sursatur^e da sulfate de soude. Le col du ballon avait ete scell^ k la lampe 
quand la liqueur ^taii en ebuUitiont de sorte que le ballon 6tait vide d'air. On s^it 
que, dans ces conditions, la cristallisation n'a pas lieu, mdme par Tagitation. En 
i*enversant le ballon, j'amenai du liquide k Textr^mite du col reoourbe en A, et je 
fis prendre ce liquide en masse en plagant cette extr^mite dans un melange refri- 
gerant; il se forma alors du sel k lo equivalents d'eau. J'empgcliai la cristallisation 
de se propager, en chauffant a la lampe les parois CD du coL Do cette fa^on, les 
cristaux de sulfate de soude a lo equivalents d'eau se trouverent isoles de la 
liqueur sursaluree contenue dans le ballon; ils en etaient s^par^s par une couche 
de sulfate de soude calcine^ substance incapable de provoquer la cristallisation 
quand bien mSme elle se serait hydratee; je pus dte lors examiner leur influence 
sur la dissolution apres un, laps de temps convenable. Je reconnus qu'apres 
vingt-quatre heures, aussi bien qu*aprfes buit jours, la solution satur^c se prenait 
en masse aussitdt qu*elle avait le contact des cristaux. 

L experience r^ussit egalement bien avec des ballons dans lesquels le sulfate de 
soude est en presence de Tair calcin^. 

On pent done regarder comme rigonreusement demon tre que la presence seule du 
sel a to dquwalents deau determine la prise en masse de la liqueur. 



CHAPITRE V. 

jStUDE des PRINCIPAUX AGENTS PHYSIQUES, CHIMIQITES ET PHYSrOLOCfQUES 
SUR LES SOLUTiaNS SURSATUREES DE SULFATE DE SOUDE. 



Jj L — j^ gents physiques. 

Jl. Agents mAganiqubs. 

Je rangerai dans cette categorie : Tagitation (comprenant la rentr^e brusque des 
gaz), la pression, les mouvements vibratoires, Tinfluence des corps poreux, Tin- 
fluence des corps divises, Tendosmose. 

L'agitation et la pression, la rentree lente ou brusque de Fair ou des gaz sent 
sans aucune influence sur la sursaturation, comme cela r^ulte de plusieurs expe- 
riences cit^s plus haut. II en est de meme des mouvements vibratoires executes 
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dans la masse du liquide. Ainsi, j'ai eonslate que I'^tat de surBaturatioD des solu- 
tioQS salines persistait en laisani passer pendant plusioiirs heures, avec des nlterna- 
lives d« repos, un couranl d'aip calcine amene dans le liquide par un tnbe ^troil, el 
memequand I'lntruductioa r^guli^re de I'air occasionnaitun niouvemenl vibratoire 
continu, assez intense pour produire un veritable son. 

On arrive a la meme conclusion en employant des corps poreux r^cemment 
calcines et en lesprojetanl au moyen de I'appareil decrit plus haut {Pi. If>Jig-<))- 
Letj corpn qai onl ete experimentes soul : la pierrc ponce, I'amianle, un fragment 
d'os britl« et blunc, un fragment d'os rnlcine noir, Ic charbon dc bois. It; noir ile 
fumec, IVponge ct lo noir de platine. 

J'ai examine aussi I'influenre des corps a un iHal de division exlrenit'. tels que 
if cbarboQ dans la fuinoe. Pour faire arriver de la I'umec dans la solution siirsa- 
luree, jc fts conimuniquet' uu ballon de sulfate de sonde vide d'air avcc I'appareil 
a projecllon siiiiplifie en le privanl des lubes en U qui renfermenl la pieire ponee; 
je pla^ai eivsuite un peu de tnaliere orgunique dans le tube en platine el en faisnnt 
le vide, puis en donnant accfes a I'air, je Bs rentrer en mente temps de la funi^e 
dans le ballon; la liqueur qu'ii coutenait coDserva indefiniment &a limpiditp en 
presence de la fumee. 

L'action de Tendosmose a ete eludiee au moyen de I'appareil suivaet : plusieurs 
ballons de litre {Pi. Ill, Jig. i3), conlenant une solution cbaude de sulfate dn 
soude, furenl fermes avec des bouchons en caoutchouc traverses par plusieuis 
endosmometres a membrane animale conlenant des solutions de gomrae, de sutre 
et de cbloruru de calcium. La lige de rendosmometre, percee d'un trou en a, 
recourbee et un peu eiranglee en B, venait s'ergager en C dans le tube de I'appareiJ 
destine a fournir de I'liir calcine. Le liquide des ballons etait porte a rebullilion 
que Ton maintenait quelque temps, puis on laissait refroidir de ntaniere a remplir 
I'appareil d'air calcine, on detacbait alors te ballon par un jet de flamme en B, et 
on I'abandonnait a la temperature ordinaire. 

Le liquide s'eleva dans les endosmometres au-dessus du niveau RS , a des Iiau- 
leurs variables suivant la nature de la substance employee; mais dans aucun it n'y 
eut de cristallisalion en masse. A la longue, il se forma quelques crislaux dc sel 
a 7 equivalents d'eau sur les endosmometres. Aprcs plusieurs jours, Ic niveau du 
liquide resta stationnaire en A. 



De 



iiques imporlanles. 



Plusieurs de ces appiireils, rermessvecd'excelienis bouchons en lltige, furenl abandoniies 
dans le laboraloire, et pendani longtcmps its resistereni a loule cnuse de crisiallisaiion.Au 
boul d'un an environ, ils elaiont encore inlacts; mais j'fus I'occosion d'observer des moi- 

3a. 
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elpangers qui auraient pu se deposer a la surface de ce crislal. Ces conditions de 
Texpepience ont ete realisees de la manifere suivanle : je mo servis d'lin ballon k 
I'ol tpfes-long, ctpoit ct legerement recourbe {Pi. lU, Jig. la) conlcnant unti solu- 
tion sursaluroe de sulfate de soude. I^e col du ballon avail ele scelle k la lampe 
quand la liqueur 6tail en ebullilion, de sorlc que le ballon etait vide d'air. On s^it 
que, dans cos conditions, la oristalliHaLion n'a pas lieu, nieme pai' I'agitation. Hn 
reoversant le ballon, j'amenai du liquide ii rextremite du col recourbe en A, ot je 
Qs prendre ce liquide co masse en placant cetle oxtremite dans un mi^lange r^l'ri- 
geraot; it se forma alors du sel & to equivalents d'eau. j'empccbai la crista llisa lion 
de so propager, en chauffanl a la lampe Ics parois CD du col. Do cette fa^on, les 
cristaux de sulfato de soude a lo equivalents d'eau se Irouverent iscdi^s de la 
liqueur sursiiluree contenue dans lo ballon : ils en etnienl separes par uno voucbe 
desulfflle de soudo calcine, substance incapable dc provoquer la eristallisation 
qunnd bien mSine ello se serait bydratee; je pU3 dte lors examiner leur influence 
Hur la dissolution apres un laps de temps convoaable. Je rer^nnus qu'apr^s 
vingt-qualre boures, aussi bien qu'apr^s huil jours, la solution satur^c se prenait 
en masse aussitotqu'elle avail le contact dcs cristaux. 

L'experience reussit egalcment bien avec des ballons dans tesqucls le sulfate de 
soudo est CD presence do I'air calcine. 

On peut done regarder comme rigoureusement demontre que la presence seute du 
sdh \<3 dquivaUnts d'eau determine la prise en masse de la liqueur. 
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"itUDE UKS PniNCIPAUX AGENTS PHTSIQtJES, CHIMIQUES FT PU YlilOLOGIQUES . 
SCR I.F.S SOLUTIONS SIJHSATUREES DE SULFATE DK SOrilK. 



J^ I. — Agents physiques. 

A. Agents h&camques. 

Je rangerai dans cette calegorie : I'agitation (comprenant la rentr^e brusque des 
gaz), la pression, Ics mouvements vibraloires, I'influence des corps poroux, Tin- 
fliience des corps divises, I'endosmose. 

L'agitation el la pression, la renlree lente ou brusque de I'air ou des gax sent 
aans auciine influence sur la sursaturation, commo cela pesulte de pUisienrs expe- 
riences cities plus haul. II en est de meme des mouvements vibratoires execnifis 
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dans la masse du liquide. Ainsi. j'ai coDstate que l'6tat de sursaluration des solu- 
tioDS salines peraislait en I'aisanl passer pendant plusieure heiires, avec dcs alterna- 
tives de repos, un coui-anl d'air i-alcine ainene dans le liquide par un tube 6troit. el 
raemc quand I'intruduction rigulifere de I'air oceasionnait un mouvcmenl vibriitoire 
('onlinu, assez intense pour produire un v^ritnble sun. 

On arrive a la menie conclusion en employant des corps poreux recemmenl 
calcines et en les projetani au nioyen de I'appareil decrit plus baut {PI. Htjig.c)]. 
Les corps qui odI ete experimentes soni : la pierre ponce, I'aDtiante, un fragment 
A'os btii\i el blunc, un fragment d'os calcine noir, le charbon de hois, le nitir dc 
Tuniec, I'^ponge et le noir de platine. 

J'ai examine aussi I'influeiire des corps it un ^tal de division exlrlme, tels que 
le ebarhon dans la fumee. Pour faire arriver di; la fumee dans la solution sursa- 
tUT^e, ie ^8 romniuaiquer un ballon de sulfate de soude vide d'air avec Tappareil 
k projection siniplifie en le privanl des lubes en U qui renfermenl la pierre ponce; 
je pla^ai eosuite un peu de matiere organique dans le tube en platine et en faisant 
le vide, puis en donnant acces a I'air. je lis rentrer en meme lemps de la funi^o 
dans le ballon; la liqueur (ju'il conteoait conserva ind^finiment sa limptdite en 
presence de la fumee. 

L'action de I'endosmose a ete etudiee au moyen de I'appareil suivani : plusieurs 
ballons de litre (Pi. Uh fig. i3), contenanl une solulion cbaude de sulfate du 
soude. furenl fermes avec des bouchons en caoutchouc traverses par plusicuis 
endosmometrcs a membrane animalo conlcnant des solutions de gomme, de sucrc 
et de chlorure de calcium. La lige de rendosmouietre, percee d'un trou en «, 
recourbee et un peu eirangtee en B. venail s'engager eo C dans le tube de rappareil 
destine a fournir de I'air calcine. Le liquide des ballons etait porte a rebullilion 
que Ton maintenait quelque temps, puis on lai&sail refroidir de manierc a rempllr 
I'appareil d'alr calcine, on delachall alors le ballon par un jet de flamme en B, et 
on I'abandonnatt a la Icmperalure ordinaire. 

Le liquide s'61eva dans les endosmometrcs au-dessus du niveau RS , a des iiau- 
teurs variables suivant la nature de la substance employee; mais dans aucun il n'y 
eut de cristalllsalion en masse. A la longue, il se forma quelques cristaux dc set 
a 7 equivalents d'eau sur les endosmomelres. Aprils plusieurs jours, le niveau du 
liquide resta stalionnalre en A. 
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Plusieurs de ces appureils, Termes avec d'e^cellenis bouchons en liege, Airent abandonnes 
dans le laboraloire, et pendant longtemps ils resisl^rem a loute cause <le crisiallisaiion. Au 
booi d'un an environ, ils eiaient encore intacis ; mais j'eus I'occasion d'observer des moi- 
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|p tube LFR dc I'air calcine; un coiiipresseur a [lermis de ftrmcr le caoutchouc SL. 
Apres plusieurs jours, le liqutdc du ballon II t-lant purtaitcmeut llmpide, on 
desaerre le compresseur el I'on projelte par I'ouverture L une pethe (■arlouche con- 
lenant de la leviire de bifere, puis enfin on adapte au caoulcUouc SL un tube 
abducteur plongeanl daus t'caii. La rcrmentatlon ae tarde pas a sc declarer, et an 
buut de quelqucs jours, quand ellc egt bien en train, on casse la poiote recour- 
bi'e r. en tournanl la tige ED; et en appujaiil siir la pince B, on fail entrcr un peu 
du liqnide a I'inttrieur du ballon A et on abandonne I'appareil. II n'y a point de 
rristallisation , meitic apres pluei'teurs jours. On met Im a Texpeiienee on iaisant 
rentrer I'air en A : il y a crislaUlsalion. Au microscope, on distingue quelques 
rares globules de leviire dans la masse dc cristaux. 

8" Cellules en voic de formation. Voir les experiences de M. Jodin. et Ics obser- 
vations citees plus haul a I'examen de I'cndosmosc. 

9° Miasmes qui se degagenl dcs corps en putrefaction. Voici la disposition qui 
fut adoptee pour les metlre en pre9eQi'e de la soIuIidd sursaturee de sulfate de 
soude (PI. III. fig- 17] : 

Un flacon h deux tubulures A conienait un peu de gluten humide. Dans la tubu- 
lure B se trouvait un boucbon en caoutchouc dans lequel passail Textremite rc- 
courb6e du ballon C renfermant une solution sursaturee de sulfate de sonde. Dans 
Pautrc tubnlure D se frouvait egaloment un bouebon en caoutchouc, dans lequot 
pasaail un lube de vcrre qui d'une part efa'it en communication avec uo tube bsro- 
metrique E. et d'aulrc part avec la parlie de I'appareil a projection qui pernietlail 
de faire le vide dans Ic flacon et d'y laisser renlrer de I'air calcine. Apres avoir 
fait plusleurs fois le vide qui se tnuintint parfaitement et apre^ avoir chaquc fuis 
laisse rentrer dc I'air calcine, je detachal a la lampe )a parlie gauohe de I'appareil 
par un jet de flammc applique en F. Le gluten ne tarda pas k entrer en pleine 
putrefaction; apr^s quelques jours, dcs gaz se degagenient abondaminent en H: 
alors jecassai lapoinle du ballon en appuyaut ^ faux enB; il yeulrentree brusque 
des gaz du flacon A. et je n'observai point de crislalllsation. L'apparoil tenait bien 
Ic vide, car le niveau du mcrcureijui etait remonte en G resta slationnairc. Apri-s 
cinq jours, comme aueune modification apparente ne s'etait produite. je delaelui, 
par un jet dc Uamme en 1, !e ballon et Ic flacon, et, en les reaversant el ©n le&se- 
I'ouant, je fis lomber sur les parois du flacon un filct de liquide qui cristaliisa 
immedialement; je pus ainsi constalerque le gaK du Qacon, qui prenait la place du 
sulfate de sonde, ne le faisait point cristalliser. La liqueur demcura parfaiteiDeBl 
Hnipidc dans le ballon. En ouvranl le flaciiu. je roeoanns que le gluten etait en 
pleine decomposition par I'odeur putride qui s'en d^gageait. 

Ainsi les gaz et toutcs Ics substances miasmatiques qui se degagenl du gluteo eo 
putrefaction ne fnnl point cristalliser le sulfate de sonde, el pourlant il y a sur leu 
parois quelque agent qui determine la cristallisafion. 
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Uowuisions deduites des cinq Ckapitres qui precedent. 

De tout ce qui precede, il est permisde coniiurt: que : 

I. La feursBtu ration, telle que je I'ai difinift. est comprise, poUf le suItSite'm! 
Roude, entre les limiles de letlipt^ratiire de — 8 et de -i- 34 degrfs, 

II. Aucun figont physique, chimique (h rexceplion d'un seul) ou physiolngique 
ne fait Cesser Ib suraiituration du snirate de sonde au-dc*s»s dc — 8 dogres. 

IH. Pafnii loua les corps de la nature soustraits h I'influeticc de I'a'ir Oonlmun. 
el ne pouvant ocoasionner un abftissement de tempi*rature de 8 degrfs aii-dcssous 
de z^ro par lour pontact avec unfi solution sorsaturee de sulfate de sonde, ii n'y en 
a ^u'ttn seul qui Tasse cristalliser ifnm^diatemeftl cm m^meif ^ololions ! c'isi lesutfate 
desoudt a lo^aivatents d'efm. 

Resle maintenant Ji determiner le mode d'aciioil special de i'air ordinaire snr 
les solutions sursaturees ; c'est ee qui fait I'objet du Cliapitre suivant. 



CHAPFTRE VI. 

COMMENT €\U\ ORDINAIRE AGIT SUB LES SOLDTIOKS SUKSATUB^ES. ACTIOM DES PRIK- 
CIPAUX AGENTS SUR LES POUSSltlES QUI ONT LA PBOPRIETE DE FAIRE CRISTALLISKR 
CES M^MES SOLUTIONS, 



— L'air n'offre pas avec continuite la cause de la crista ffisation 
des solutions sursaturees. 

Dans le but de (aire sortir de IVlat d'ineertitude el de myslfere dont elle etail 
cntour^c jusqu'^ present I'influence de l'air sur les solutions sorsalureea. j'ai in* 
stitti6 une s^rie d'experiences destineos i foumir par leur precision des resultats 
d^finitivement aequis \ la seience. La tache m'etait rendae facile; je n'avais qu'i 
prwidre pour modele les remarquables travaux de M. Pasteur suf les generations 
spontan^es, et a reproduire los experiences si precises et si rigoureuses de ce sa- 
vant, «n pempla?ant le Hquide fermenteseiblc des ballons dont il se sen-ait. et dans 
leqwel le vide eiait fait par ibutlition, par des solutions sursaturees dc diiTferents 
sels. le me contenterai de rapporter les principales experiences que j'si faites sur 
ce sujet. 
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Experience des ballons a cols sinueux. 



Si I'uii intt'oduit une dissolutioo chaude de sulfate de soudv dans des balloas a 
colssinutiux (W. y//, yl'^'. i8 et ig). el si Ton porle le liquide a I'ebullition pen- 
dant quelquc temps en tenant d'aboid les cols releves, de maniere que la vapcur 
d'eau condcnsee fasse retuuiber dans I'iiiterieur la solulion saline adlierente aux 
parois, puis, qu'apres avoir fait sortir abondaminent la vapeur d'eau par I'exlre- 
mile ouverle, on laisse ref'roidir lentemenl I'appareil. on conslaie que dans ces 
conditions les solutious salines peuveut se maintenir Lres-longtenips a I'etal de 
sursaturation. Ainsi, jc conserve dcpuis 18G0 de semblables ballons qui ont ctt- 
souveut manies et transportes d'un lieu it un autre en subissant toutes les varia- 
tions de temperature des saisons qui n'ont produil d'aulre effet que de permettre 
au tiquidc de deposei* des erislaux de sulfate de sonde a 7 equivalents d'eau ou de 
dissoudre ceux qui s'titaient formes. 

Autre experience. 

Si I'un casse la pointe d'un ballon contenant du sulfate de soude maintenu a 
t'etat de sursaturation en presence de I'air calcine, et si Ton ambne le liquide 
en contact avec I'air ordinaire par une surface de i centimetre carre environ, il 
arrive dans bien des cas, surtout dans une atmosphere tranquille, que k liijueur ne 
cristallise pas pendant tres-Ionglcraps. On peul mfeme faire sortir au dehors une 
{{outte de liquide qui reste parfaitement llmpide dans I'air. Au bout d'un temps 
variable, lout se prend en masse. L'agitation de I'air avec la main favnrise beau- 
coup la crislallisation. 



Experience sur un air non agile. 

]e fis conimuniquer avec rinterieur d'un flaeon de plusieurs litres, sec el conte- 
nant de I'air ordinaire, la pointe d'un ballon, rayee d'avance, el passant a travers 
un bouclion en caoutcbouc qui fermail bermetiquemenl le tlacon, puis j'abandonnai 
i'appareil au repos pendant au moius vingt-qualre beurcs. Au buut de ee lemps, 
je eassai la poinle du ballon en I'appuyant ^ faux centre la tubulure, el je vis I'air 
du tlacon rentrer brusquemenl dans tc ballon oil le vide avail ele fall par I'ebulti- 
tion, en passant a iravers le liquide qui cooserva sa transparence. Cbaque goutte 
de liquide qui lombail sur ta parol du tlacon se prenait en masse; il se forma a U 
longuc une veritable stalagmite de sulfate de soude crislallis6 sur le fond du Hacoii. 
Ie» variations de la temperature ambiante determinant la sortie du liquide. Celle 
meme experience dure encore depuis 18G0, sans que le liquide ail perdu .sa lioi- 



SLR LA SOBSATUHATIOrf. if\5 

pidile; In stalagmite dans le ilacon a mainlensnt r decimetre de hauteur, et I'Rpp.-i- 
peil offre la disposition representee Pi- III, fig, ao (i). L'air qui est rcnlp6 stu^ces- 
sivomenl dans le ballon a travers la solution, et qui n'a pas la proprietc de la fairc 
cristalliser, est de I'air ordinaire; il n'a ete modifie ni par le ten ni par le lamisage, 
uirconslances qui, comme on le sait, lui font perdre cette meme propriete; toule 
la dilftrence qu'il presents avec I'uir ordinaire pris a cote de lui, et qui fail eriit- 
lalliser, c'est qu'il a etc abandonne a lui-mi'me pendant viuj^t-quatre heurus envi- 
ron. La cause de la cristallisatioa n'esl done plus dans cet air; ellc s'y troiivail pri- 
mitii'ement. et I'expericnce nous montre qu'elle est maintenant sur les jiarois du 
Qacon: evidemment cette cause est localisee dans I'air, el elle reside dans quelquc 
poussiixe qui a du se dcposer. 

On objectera peut-elre que I'atr est contine dans celte experience, et que, dans 
cellesqui precedent el dans celle-ci, I'air rentre dans les ballons avec den mouve- 
■Rents tents qui pourraient bien etre la cause meme de la cristallisation; les expe- 
riences suivantes sunt destinees a mellre fin a loute replique. 

Expiriences sur I'air ordinaire pris dans des circonslances dit'ersrs. 

Depuis i860, j'ai soumis des solutions de sulfate de soude conlenues d»iis i\e» 
ballons ofi le vide avait ete fait par ebullition de la liqueur, h Taction de I'air ordi- 
naire recueilli dans des circonslances Ires-diverses, en prensint des precautions 
analogues ^ cclles qui sont recommandees par M. Pasteur dans son travail sur leK 
generations spontaneos. Voiei comment j'ai opere le plus ordtnairement : 

Arrives au lieu de leur destination, les ballons, maigre le nettoyage qu'ils 
avaient subi aprcs leur preparation faite comme il a ele dil au § 111 du Chapitre IV. 
etaient laves par immersion complete pendant plusieurs beures dans de grandcs 
euves remplies d'cau. L'extremito du col du ballon encore humide elait niyee avec 
unc lame tranchante d'acicr mouillee, et les ballons subissaient un nouvoau.bivage 
avatit d'etre transportes a I'endroit oil je devais operer. Je prenais alors la precau- 
tion de changer les vetemente qui m'avaicnt aervi pendant ces differentes manipu- 



|i) Cetlo experience permet d'isoler les crislaux IrariBjMrenta qui jirenneiil iiaissanee assez Mquemmi'ril 
dans les soluliona sursaturfcs do gulfale de soade el que txewel consitldre comme rentermanl 7 (Equivalents 
(I'eau. On peuC en efTet, par des secouese* ripislifts, enlever compldlement d'un ballon lout le liquido qu'il 
renfenne, et en lo Iransportant, I'ouverture en bas, dans un autre flacon contenanC de I'licide suirurique, 
faire 4gouUer les crislaux do I'hydrate dans un air dessfch^. 

J'avaia disposd deux eitp6rlence« de ce genre, Tune avsc du sulfeto de sonde, Taulre avec du sulfate de 
magn^ae, pour verifier » r^lleraent les crislaux avaienl blen !a composilion que iour assigne Loewe!, Les 
crislaux sont resits trfei. I Ufctcmp transparents el ils ^laient devenus parfailemenl sees ; mais I'pspdrienct 
ayanl iti prolongSe a 1 del du lorme qu'elle aurait di) alleindre, ces cHstaux onl fini par B'eflleurir. J'ai 
done da adraeltre dans cc travail les fonnules doontes par L(£wel, sauf v^rificalion ull^rieuro- 

Jnnales scirniif/ue d Ct otc \orinulc siipiriewe. Jama \\l. 33 
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lalious, afin d'eviter les poiissiifres de sulfale de soude qui auraieiu pu provenir d«s 
(-•mbulliiges,. La prise d'air se faisiiil en eleviint le lialluu uu-dessus dc la lele dans 
line direclion opposee au veut el en lirisant la pointti avec une pince de fer ii 
branches polies, construite specialemenl pour cet usage, que je retirais de I'eau au 
inomenl de ni'en senir. Comme on eppouve dc tres-gratidos dillituiles a si;cller a 
la lanipD. eu plein air, les ballons que Ton a interet ii conserver, je me boruMin 
a les boucher, aussilut apres les avoir ouverts, avec de la cii'e ramollie par I'essence 
de lerebcnlliine quo jo cousepvais sous I'eau. Ce uiode de'ttojllement provisoirc in'a 
rendu les plus grands services Pl n'a jamais compromis aucun des resultals de 
■ rexperience. Les ballons etaient ensuile maintenus verlicalement jusqu'au scelle- 
menl dcBuitif fail a la flamme de rcolipyle. 

Je ii'entrerai point ici daus le detail des nonibreuses experiences que j'ai I'aites 
sur eesujelfr}: il mo-suffira de dire que sur deux cent quatre-vingt-sept ballons qui 
ont 6le ouverla depuis r86o dans des circonstances tf«s-di verses, ii y en a eu cent 
trcuie-ileu\ dans lesqueU I'arrivee brusque de I'air ordinaire n'a point determine 
de cristallisation immediate. Tanlot la rentree subile de I'air faisait prendre en 
masse touie la liqueur; tantoi il sembiait qu'elle devait conserver sa limpidite: 
mais au boul de pcu dc temps ellc se prenait par un ou plusieurs points d'ofi 
la cristallisation rayunnait dans toute la masse; d'autrea fois, ee n'etail qu'apres 
ie scellement des ballons que la liqueur cristattisail; quelquofois encore, le pheno- 
niene se produisait sculemenl quelques jours apr^s cette derniere operation. J'ai pu 
eonserver jusqu'ici la plupart de ces cent trente-deux ballons, dans lesquels la 
liqueur s'esl maintenue limpide pendant plusieurs annees, a i'exceplion d'un petit 
nombre cassis par accident el d'un plus petit nombre dans lesquels lacnstatti»alion 
s'est operee peu de temps apr^s le relotir. 

< Ce mode d'experimentation me parait aussi simple (a) qu'irreprochable pour 
demonlrer que I'air ambianln'offre pas, a beaucoup presavec continuite. • lacaitse 
de la crislalUsation des Uquairs sursalurees, » et (|u't! est toujours possible de pre- 
lever dans un lieu et a un instant donne un volume considerable d'air ordinaire, 
n'ayant subi aucune alteration physique on chimique, et nnanmoins lout k fait 
impropro a provoquer la cristallisation dans une liqueur a Fetal de sursaiiiration. > 



.(l] f^oir, pour pluft amplas roiueiKiieinanlB, uii Miimoira ayant poor tilre : De la liweoiiaathn ilu 
talfaie ile 4oiide dam fair ifc lacaliiei dtt^nei, qui jisnUlra dans les Jlemoinv tie la Sociiti das S/ieicrf 
rt Jrti de Lille, 3' sSrie. [. Ill; aiiriiie 1866. 

(a) Je me %evs A dessein des leraics metnet employ^ per M. Pasleur dons son Memoirs lur la d'/eirinc 
ibn gcmirtilivni syminneri. 



, son LK KORSKtlTRATIOir. 

Uaw provoque la cristalUsation des solutions sursalurees 
par ses poussiercs. 

Oq pourrail allcr plus loin, et dt'iluire des experiences qui precedent et ties 
ancieones experiences de Lcevel sur le retard apporte k la cristalUsation du suKate 
de soude expose a I'air dans des tubes de differenls diametres (i), quo la cause de 
la cristalUsation doit resider dans (juelque poussiere solide tenue en suspension 
daps I'air: mais, pour eviter loule objectiun, j'ai cru devoh' fajie la demunslraLion 
directe de ce fnit important, et jo pense avoir alteint le but que ]e ni'etais propose 
a I'aide de t'experiem-e suivanle. 

Je calc'inai au rouge, dans un creuset de plalinc, une certaine quaulite d'amiante, 
que je divisai en deux portions; ciiacune d'elles. revenue a la temperature ordi- 
naire, n'exer^ait aucuue action sur la solution sursaturee de sulfate de suude. 

Sur la premiere, contenue dans un tube de verre calcine, je fis passer un couranl 
d'air ordinaire, pendant douze lieures environ, a Taide d'un aspirateur. Sur la 
seconde, disposee comme la premiere, je fis passer, au moins pendant le meme 
temps, un courant d'air calcine, en disposant I'appareil pour que I'air arrive froid 
sur I'amiaate. apres avoir ete tamise a travers une colonnc de pierre ponce de 
^ veotimelres de longueur. La premiere portion, mise ea contact avee une solution 
sursaturee de sulfate de soude, ft I'aide de I'appareil a projection {PL //, _fig. 9] 
decrit plus baut. en determina instautanement la cristallisalion. et je vis les critt- 
laux prendre naissance sur les brias d'amiante et de 1^ se propager rapidement daoh 
toute la masse. La seconde portion ne Ql nuUement cristalliser la solution saline, 
meme apres avoir proloo^e pendant soixaute-douze heures le passage de Tair cal- 
cine cl rei'roidi. 

Que coaclure de lit? Puisque tout est semblable dans ces deux experiences dis- 
posees pour ainsi dire paraltelemeot. si ce ii'est que dans I'une on a de Tamiante 
sur laquelle on a fait passer de I'air ordinaire, tandis que dans I'aulre I'aniiante a 
ete Boumise au passaj^ de I'air calcine ; puisque nt I'amiante ni le petit lube de 
verre qui la contient n'onl d'action sur les dissolutions salines sursaturees. il laut 
Lien admeltre que I'air ordinaire a du deposer sur I'amiante quelquc substance 
solide qui possede la propriete de faire cesser I'etat de sursaturation des solutioo« 
salines; cette substance detruite ou modifiee par le feu, se rencontre dans les pous- 
sieres que I'air tient en suspension et quise deposenl a la surface des corps qui Bont 
en contact avec lui pendant un temps convenable. Cela cxplique pourquoi les corps 



( I ) Annnks tli- Chin 
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exposes a Tair pendant un certain temps nc d^lermincnt la cristallisation que pai- 
\ti conlai'.t tie leur surface avec )es liqueurs sursaturees. 

Un peul arriver au m^me resultat en exposant simptemcDl a fair la premiere 
portion d'amtante prcalablcmcnt calcince, tandis que la seconde reste enfermee 
pendani le mOme temps dans un vase scelle a la lampe, en presence de I'air calcine 
et froid. Au bout de vingt-quatre heures, j'ai vu que la premifcre portion faiaait 
luujours crislalliser Ic sulfate de sonde; jamais la seconde ne produisait cct effet, 
ijiielle que fiit la duree du contact de I'air calcine et malgre I'agitation que j'im- 
primais de leraps a autre au lube dans lequel I'amiante ^tait placec. 

II resulle de ces experiences et de celles qui ont ete decriles dans les premiers 
Chapitrcs de ce travail, que ia cause de la cristallisation des solutions sursaturees 
• est uniqucment due aux particules solides en suspension dans I'air. Gaz, tluides 
divers, electricite, magoetisme, ozone, cboses connucs ou choses occultes, il n'y a 
absolument rien dans Pair atmosplicrique ordinaire qui, en dehors de ses parti- 
lules solides, soil la condition (i) » de la cristallisation des liqueurs sursaturees. 

§ HI. — Nature et mode d'aclion des poussieres de I'air qui font 
cristalliscr les so/nrions sursaturees. 

Keste niaintenant a determiner quelle est la nature et le mode d'aclion de eelte 
substance solide, cause des pliiinomfenes dont il s'agit. Pour r^soudre la question, 
j'ai d'abord recueilii une certaine quantlte des poussiferes de I'air el je les ai ensuite 
soumises a Taction de diiT6rents agents. Voici comment j'ai opere. 

Pour recueillir les poussii'res de I'air, je me serVais d'un aspirat^ur ^ bascule 
a deux reservoirs; I'un, d'une capacite de lo litres, en se vidant dans I'autre, fonjait 
I'air ^ passer sur une bourre d'amiante calcinee, placee dans un tube court de 
verre de i5 millimetres de diametre, qui ^tablissatt la communication entre I'air 
exterieur et I'aspirateur. L'air sur lequel j'ai op6re etait pris dans la cour de la 
Faculte des Sciences de Lille; de temps ^ autre, les filaments de ia bourre d'amiante 
etaientremaniesavecdespincesen metal, afin que tous les brins fussent impregues 
de la meme faijon; jc ne falsais jamais passer moins de 3000 litres d'air sur les 
bourres avanl de les employer. J'avais fait clioix de I'amiante calcinee comme 
support des poussibres, parce que cette substance, inactive sur les solutions sursa- 
turees, se divisc facilement en filaments tins, elastiqaes, ri^stant aux dissolvants 
tit aux agents chimiques les plus energiques. 

Le proc6d6 que j'ai employe pour mettre en contact avec les solutions sursatu- 

(1) M. Pastefb, Ioc. rit. 
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r^es ces pous&i^res de I'air, qui avaieot sutii lies inUuences Jeterminees. e»t lr^»- 
simple. Avec. ces bourres de i5 roillimetres de diamijtre enviroD dont il vienl d'etre 
question, je confeclioonais d'autres bourres beaucoup plus petilcs, en ayant le 
soia de prendre des filaments en diff^rents points de la grosse bourre. Chacuiie 
de ces petjtes bourres etait diTisee en deux parties aussi houiogfeoeo que possible, 
lesquelles elaicnt introduit«s dans de ti-es-petits tubes de ven-e, dont les hords 
faisant legi^rement saillie a I'iutericur pouvaient retenir les filaments d'amiante. 
L'une d'elles etait deslinee k I'expenence; Taulre. cumposee dans des conditions 
aussi identiques que possible, servait k line contre-epreuvf qui a toujours ele faile 
dans lea experiences que je vais rapportcr. Ces bourres ou cartouches, conienant 
les poussi^res de I'air, ^taient mises en contact avec les solutions salines a I'aide 
de I'apparcil a projection {PI. il. Jig. 9) decril plus haul. 

j4ction des agents chimiques gazeux sur ies poussieres de fair qui Jhnt 
cesser la sursaturation. 

Je me suis borne a examiner Taction des agents chimiques gazeux les plus 6ner- 
giques, lels que le clilore, le brome en vapeur, I'iode en vapeur sur les poussieres 
de I'air qui ont la propriete de falre cristolliser les solutions sursaturees. Dans ce 
but. je Gs passer un courant du gaz ou de la vapeur dont je voulais determiner 
Taction sur plusieurs petites cartouches placees dans un tube de verre prealablemeal 
chauffe; puis ce lube etait scell^ aux deux bonis. L'appareil a projection {PI. II, 
Jig. 9) ayant etc rempli d'air calcine, j'ouvris le lube scelle ii une de ses cxtr6miles, 
que j'introduisis rapidement dans la branche H du tube eu U, designe par I, en 
iaclinant uu pcu cette branebe. Apres avoir refcrme l'appareil a projection, je tis 
passer la cartouche dans le tube en U. J'introduisis dans le tube P la cartouche 
d'essai corrospondante qui avail ete mise en reserve, puis, le vide elant fait, je 
projetai la premiere dans la solution sursaturee; je reconnus qu'clle faisait tou- 
jours cristalliser la liqueur, quel que ful le gaz employe. 

Action des dissolvants sur les poussieres de I'air qui font cesser 
la sursaturation. 



Pour determiner cette action des dissolvants, je pla(;ais pendant quelqucs heures. 
quelqucs jours menie, une des petites cartouches preparees comme il vlent d'etre 
dit dans le dissolvant, la cartouche d'essai loute semblable etanl mise en reserve: 
puis j'inlroduisais rapidement, et en Tabritant, la premiere encore mouillee dans 
le tube 1 et la seconde dans le lube P de l'appareil ii projection {Pi. II, Jig. 9). 



Je faiaais le vide plusieurs fois et je laissais rentrer h chaque operation do Pair 
calcine et sec, afin de si^chcr la cartoache encore impregtiee di! dissolvant, puis je 
lit projelais duns le ballon X. Si, par suite du dissolvant employ^, la carloiiche ne 
faisait pas rhstalliser imm^diatemenl, je faisais le vide pour retirer fair du petit 
lube afin de forcer le liquide k y pt^netrer, puis je dHacliais le ballon X a la lampe, 
poup le mettre en reserve; je le pemp!ai;ais immediatemenl par un autre ballon, dans 
leqnel je projetais la cartoucbe d'essai du tube P, qui, dans toutcs les exporienees, 
a toujours ppovoqu^ la cristallisalian. Je reconous ninst que les perites bourres 
d'amiante. meme aprea un s^jour de cent beures dans i decilitre environ d'ah-ool. 
d'elber, d'alconl aniyliqne, consepvaienl la ppopriet^ de ftire cristalliscr les solu- 
tions sursaturoes de sulfate de soude, ainon immediatement, du moins apres 
quelques minutes, lorsquele liquide lesavait mouillees; et en ne perdant point I'ap- 
pareil de vue. je reconnus tres-ncttemenl que la cristallisation partait tout a coup 
de rinterieur du tube, pour se propager de la avec uno soric d'expansion rayon- 
nanlc dans toule la masse. Les ni^mes bourreB, apres un sejour de quelque temps 
ilans Tcau, devenaient absoluuient impropres k provoquer la cristallisation. 

Ainsi done I'eau cnleve aux corps la proppieto de faire cristaliiser le sulfate de 
soude, ce que ne font ni I'alcool, ni I'tHher, ni I'alcool amylique. 

Action de la chaleur sur Ivs poussieres de I'a'ir qui font cesser 
la sursaluration. 

L'appareil {PI. //. fig. 9) etaiit dispose comme precedemmenl, j'intpoduisis 
uiie des cartouclies contenant les poussieres dc I'air en 1 et la cartoucbe d'essai 
con-espondantc en P, puis je cbauffai, a I'aido <run bain liquide, la premiere a la 
temperature voulue. Un tbermomelre / plongcait dans le bain, ainsi qu'un autre 
Ibepmometre ( place k cote dans un tube fcrme par un bout, plein d'air, de m^me 
diametre que le tube 1. J'aJ veconnu par experience qu'il faut environ dix minutes 
pour que le tbermomelre t' prenne la temperature du bain donnoe par le tbermo- 
melre /. La temperature du bain fut maintenue aussi constante que possible , et 
apr^s une beure au moins la cartoucbe ful projetee dans la solution sursaturec. 
Pendant cet intervalle de temps, Ic vide clait fait plusieurs fois, et il etait suivi de 
rentroes d'air dessocbe par son passage sur la colonue de pierre ponce impregnce 
d'acide sulfurique du tube E. 

De deux series d'operalions faites, I'une en abaissant successivemcni la tempe- 
rature du bain. I'autre en relevant sans cesse, j'ai pu conulure avec la plus grande 
certitude el d'apres des exp^rienres r^p^t^es que les poussieres de I'air cbaufffics 
dans le vide sec ^ 34 degres pendant un certain temps, one ou deux beures envi- 
ron, cessent de faire cristaliiser les solutions sursaturees de sulfate de soude avee 
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lesquelles ua les met en contact apres qu'ellessonl revenues a la lemperalure ordi- 
naire, el qu'a 33°, 5 elles possi'dent encore- c«Ue propriety. 

Les fails contcnus ilans cc Chapitre demontrent que la cause de la erislallisatioa 
des solutions sursulurees de sulfate de soudc exposeos a I'air commuD est localisee 
dans les poussiercs de I'air; que c'esl quelque substance soHde, soluble dans I'eau, 
Insoluiile dans Talcuul, I'etlier. etc., qui est di-truite ou niodifiec a la lemperalure 
de 34 degri's. 

Ce sont preciseinenl la les caracteres du sulfate de soude a r o equivalents d'eau : va 
selcslsolubledans I'eau, insoluble dans I'alcool. Tether. Tusible a S/jdegrcs; il perd 
son eau a cetle temperature et devicnl alors impropre k provoquer la oristsllisation. 

Evidemnienl la cause de la crista ilisati on des solutions sursaturees de (lulfafe 
de soude n'esl autre que le sulfate de soude a 10 equivalents d'eau, et si les pous- 
sitres de I'air font cesser U sursaturation, c'est qu'ellescontiennent ce sel, le seul, 
comme nous I'avons etabli plus liaut, qui, parrai toua les corps de la nature, possede 
cetle propriele. Ces poussleresn'agissent plus apres avoir ete chaul'feesdaiis le vide 
sec a 34 degres ou apres avoir subi le contact de t'eau, parce que c'esl preciseinenl 
dans ces conditions que Ic sulfate de soude a iu equivalents d'eau qu'elles ren- 
fermeul se decompose et devient incapable de faire cesser la sursaturation ou bien 
se dissout. 

Les experiences analogues failes sur le sulfate de magnesie vieuaenl contirmer 
pleincment et enlicrcmcDl cetle conclusion. Pour cc sel, la sursaluralion n'esl plus 
comprise enlre les memes limiles de lemperalure; la limito inferieure est au- 
dessous de — 20 degres; la limite superieure est vers -+- 108 degres. C'esl vers 
108 degres qu'il fauL ehaufler les pous&ibres de I'air pour leur faire perdre la 
faculle de faire cristalliser les solutious de sulfate de magnesie ; a io5 degres elles 
la possedcnl encore (jj. Or, e'esl precisement a cetle (jemperalure que le auifat* de 
magnesie fond, perd son eau el devienl impropre a provoquer la cristallisalion.' II 
suit done de la que la cause de la crislallisalion des solutions sursaturees de sul- 
fate de magnesie n'est autre que le sdlfate de magnesie lui-meme. II est Ires-pro- 
bablo qu'il en seralt de meme pour les autres sels qui ont la propri^te de donner 
des liqueurs sursaturees. 



(1) La crisiallisation des solutions sursatur^m demlfiitede magnfeio, sous rinflueDce des poussi^res de 
I'air, prteenle une particularild tort inl^resgante. Lorsque Ton projelte dans line de ces solutions une 
p«litc bourre ctinrg^e des poussiercs do fair aptcs k provoquer ia cristallisalion, on conslale que la li- 
queur ne se prend pas de suite comme cela a lieu pour le sulfate de soude. En obseiTani atLenlivemeiit, on 
vCHt, apr6s sept i tiuit minutes, de petils crtsiaux nattre dans rinl^neiir de la cartoaclie sur lee lilamenis 
d'aniiante; ces potiLs cristauise propagent dans le lube, puis dispaiaissant ; ils sont dissoiis protiablement 
par r^l^valion de temperature qui accompagne leur formallon. On voit en cCTet des slries a ToriGcd de la 
carionclie, biestdt ils reparaissentsousrormodopetitcs aiguilles Ir^s-tines qui ne tardenlpas^ se rgpaodre 
dans toule la liqueur, dont elles d^terminenl la prise eti masse iivec ^l^valion de tempiJrature. 
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Conclusions generates dSduites de ce travail. 

I. La sursaturation pour le sulfate de soude est comprise entre les limites de 
temperature de — 8 degres et -+- 34 degr6s. 

II. Ces limites varient avec les differents sels qui ont la propriete de fournir des 
solutions sursaturecs; ainsi, pour le sulfate de magnesie, elles sont comprises au 
minimum entre — 20 degres et -1- 108 degres. 

III. Parmi tous les corps de la nature, il n'y en a qu'un seal qui ait la propriete 
de faire cristalliser les solutions sursaturees de sulfate de soude, c'est le sulfate 
de soude a 10 equivalents d'eau. 

Une conclusion analogue s'applique tres-probablement aux autres sels; elle se 
verifie pour le sulfate de magnesie. 

IV. La cause de la cristallisation des solutions sursaturees de sulfate de soude 
exposees a Tair est due a la presence de petits cristaux de sulfate de sonde a 
I o equivalents d'eau dans les poussiferes de Tair. 

Les diff6rentes dissolutions sursaturees se prennent en masse a Tair, tres-pro- 
bablement lorsqu*elles ont le contact d'une parcelle d'un hydrate de la substance 
dissoute; comme cela a lieii pour le sulfate de magnesie. 

V. Le sulfate de soude existe normalement dans Tair^ en quantite variable sui- 
vant les circonstances. 

VL De Ik une nouvelle methode analytique d'une sensibilite extreme, plus 
grande meme que celle de Tanalyse spectrale dans certains cas, pour reconnaitre 
des espbces minerales, soil dans Tair, soit dans differents corps solides, par Tem- 
ploi comme r6actif des solutions sursaturees. 
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On sail que le rnouvement de la Liinc auloiir de son centre de gravite a ole elu- 
die principalement par Lagrange et par Poisson. C'est a Lagrange que Ton doit la 
fheorie de la libration reelle en longitude et Texplication des lois de D. Cassini. 
Poisson signala plus tard, dans la libration reelle en latitude, une incgalile qui a 
pour argument la distance du perigee lunaire au nocud ascendant de I'orbite, cf 
que Lagrange ainsi que Laplace avaient omise. 

En reprenant la question sous un nouveau point de vuc, j'ai cru reconnailre que 
Tanalyse dont Poisson a fait usage, d'apres Lagrange et Laplace, est fautive en un 
point important. II resulte en effet des formules de Poisson que, si Ton fait (Pabord 
abstraction de Texcentricile de Torbile, Taxe de rotation decrit autour de Taxe de 
Tequaleur un cone circulaire, qui roule sans glisser sur un autre cone egalemenl 
circulaire; de sorte que I'inclinaison de I'equateur lunaire sur Tecliptique reste 
constante dans le cours d'une revolution. Or, on congoit, a priori, que cela ne pcut 
pas etre, et que I'axe lunaire doit subir une nutation semi-mensuelle, analogue a 
la nutation wsemi-annuelle que subit I'axe terrestre. On pourraitcroire, a la verile, 
que celte nutation semi-mensuelle est insensible; mais le calcul prouve qu'elle est 
sensible, c'est-a-dire qu'elle est du meme ordre de grandeur que les autres quan- 
lites que Ton considere, et il est a remarquer que c'est elle precisement qui fait 
du probleme de la rotation de la Lune un cas singulierdu probleme general de la 
rotation des corps. Elle consisle en ce que I'axe instanlane oscille constamment 
dans le plan de la section principale, qui est perpendiculaire au grand axe dirige 
vers la Terre, en decrivant un secteur de 86 secondes environ, dans un l£mps egal a 

Jnnaies scientijiqttes de I'tcole Nonnaie supvrieurc. Tome HI. 34 
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la inoitie de la revolution de la Lune par rapport a la ligae mobile des noeuds; de 
sorie que Tod peut produire le mouvement qui a lieu eu faisant rouler sans glisser 
le plan de ce secteur sur un cone ondulc dont la base est une suite de cyeloides 

spheriques. 

L'oscillation a longue periode, qui depend de rexcentricite de Torbitc, et que 
Poisson a decouverte, joue le role d'unc inegalite seculaire par rapport a la pre- 
miere. On peut, avec une approximation suffisante, la considerer comme s*exeeu- 
lant dans le meme plan que la premiere, et Ton obtient une image complete du 
phenomenc de la rotation de la Lune en faisant rouler et glisser en meme temps 
sur le cone cycloidal dont on vient de parler la section principale dans laquelle 
Tnxe instantanc reste toujours compris. 

II me paroit difficile, mais non impossible, de constater par Tobservaliou ces 
resultats singuliers: c'est pourquoi j'ai cru devoir, k la fin de mon travail, repro- 
duire, en les completant, Ics formules qui cxpriment les coordonnees selenocen- 
triques d'une tache lunaire, en fonction de ses coordonnees sel^nographiques et 
du temps. Mais les ancienncs observations de la libration sont tout a fait insufli- 
santes, et j'ai essaye de faire voir qu'on ne peut pas meme compter sur la valour 
([u'on en a deduite pour Tinclinaison moyenne de I'equateur lunaire sur Teclip- 
tique. Je voudrais esperer que mes recherches pourront decider quelque astronome 
a entreprendre une serie d'observations nouvelles, afin de resoudre d'une maniere 
definitive une question qui presente un veritable interet. 

I . Notations et formules genomics . 

Nous prendrons pour origine des coordonnees le centre de gravite de la Lune, 
el pour plan des ocy le plan mene par ce point parallelement au plan acluel de 



Fig. 1. 
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1 ecliptique. Nous supposerons Taxe OZ [fig. i) perpendiculaire a ce plan et dirige 
vers le pole boreal, Taxe OX dirige vers le noeud ascendant de Tequateur lunaire, 
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et Taxe OY dirige de maniere qu'on passe des x positifs aux y posilifs par uue 
rotation de 90 degres ex^cutee autour de OZ, dans le sens direct ou de droite a 
gauche. Comme la trace du plan de I'cquateur lunaire sur le plan de r^eliptique se 
deplace continuellement, nous compterons toutes les longitudes, dans le sens 
direct, a partir d'une droite fixe 0? menee arbitrairement dans le plan des xy, et 
nous appellerons ^ la longitude de la droite mobile OX. 

SoientOX,, OY,,OZf les trois axes principaux du sphero'ide lunaire, forniunt 
un systeme superposable aux axes OX, OY, OZ. La position de ce nouveau systfeme 
sera doterminee a chaque instant par les angles X0X, = 9 et Z0Z,=6, comptes 
dans le sens direct. Relativement a ces axes principaux, soient A, B, C les moments 
crinertie; />, y, r les composantes de la vitesse de rotation; P, Q, R les sommes des 
moments des forces perturba trices, ou, si Ton aime mieux, les moments des couples 
accelerateurs; nous aurons les trois equations 

dp C-B P 

. ^ . dq \-C Q 

dr B - A R 

On sait que la Terre est le seul aslre qui exerce une influence sensible sur le 
mouvement de rotation de la Lune. Considcrons Torbite selenocentrique de la 
Terre, nommons 7 son inclinaison sur Tecliptique, et soit ON la direction du nccud 
descendant; nous ne supposerons pas que cette droite ON coincide nccessairement 
avec OX, nous appellerons w sa longitude comptce a partir de la droite fixe 0?, et 
nous poserons, pour abreger, w — tj; = g. En designant par ^ la longitude de la 
Terre dans son orbite, comptee i partir de la droite mobile OX, par p son rayon 
vecteur, par//w le produit de sa masse par le coefficient de I'attraction, et, en negli- 
geant les termes ou entrent les produits de trois facteurs tres-petits de Tordrc 5, 

7 ou --4—' on obtient, par un calcul qu'il serait supcrflu de developper, les fur- 
mules suivantes (*) : 

P 3/m C-B 



A p' 



[Osinc 4-ysin(i' — g)] sin (9 — v), 



(2 ) I :| = ^^ g— [ sm V -+- y sm ( 1; - g)] cos ( 9 - v), 

H 3/m B-A . , 

(*) Ccs formulcs ne different que par les notations de cclles de la Mecaniqitc celeste. 

34. 
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D 

F.a troisieme formulc (i), quand on y a substitue pour tt la valeur (a), est celle 

qui determine le mouvement de la Lune autour de Taxe de son equaleur et la 
libration reelle en longitude. Mais nous n'examinerons pas cette question. Nous 
admettrons que le moyen mouvement de rotation, que nous designerons par /i* est 
eonstamment egal au moyen mouvement de revolution, et que Texpression de la 
libration en longitude ne renferme que des termes periodiques dont les coefficients 
sont trcs-petils; nous supposerons A < B < C, I'axe OX, etant le grand axe du 
spheroide lunaire qui est eonstamment dirige vers la Terre, et nous nous borne- 
rons a discuter les deux equations dont dependent les rotations/; el q. 
Hn posant, pour abreger, 

C-B , C - A ,, 

"~A~ "" • B " ^ ' 
nous aurons 

I -J- -h ct}qr = -^ a'[0smv -hys\n{v — g^)|sin(9 — f), 

(3) / ^ 

i -^ — S^ qr = -^ 6* [Osinv 4-y sin (v — ^)] cos(<p — t^). 

Or, on connait les integrates generates de ces equations privies de seconds meni- 
bres. Si Ton remplace r par sa valeur moyenne n, et si Ton represents par H et v; 
deux constantes arbitraires qui dependent de Tetat initial, ces integrales sont 

p=^ Hacos(a6fi/ -hrO, 
q = IIS sin {xSni -h-n); 

elles indiquent une oscillation du pole autour de sa position moyenne, oscillation 
dont la periode est -^ ou -T^t T etant la duree de la revolution siderale de la 

■ 

I.une, et dont I'amplitude est H. Mais cette oscillation est insensible* comme toutes 
celles qui dependent de Fetat initial; on doit done supposer H = o. On voit alors 
(|ue les valours de p et de y, dcterminees par les equations (3), sont necessaire- 
ment du second ordre, en regardant les facteurs a', 6', 6, 7 comme des quantites 
tres-petites du premier ordre; et comme nous negligeons les quantites du troisieme 
ordre (a moins qu'elles ne puissent acquerir par I'inlegration de trcs-petits divi- 
seurs), les equations (3) deviendront simplement 

^ = -7^ a' [0 sini' -f- y sin (c^ — g)] sin (9 - v), 

(4) (^^ ^^ 

-jr = -^6*[©sinf -f-ysintv — fi:)]cos(9 — v). 



V 



dt p^ 
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Cestsous cetie forme que nous allons les discuter. Nous etudierons successivcMneiil 
le mouvement de precession de Vequateur lunaire, la nutation semi-mensuellc qui 
est independante de rexcentricite de i'orbite, et la nutation a longue periode qui 
depend de cette excentricite. Nous etablirons ensuite les formules necessaires pour 
comparer la theorie aux observations. 

IJ. Du mouvement de precession de Vequateur lunaire. 

Pour determiner le mouvement de precession de I'equateur lunaire, on peut evi- 
dcmment negliger les termes pcriodiques du rayon vecteur, de la longitude ef de 

la libration en longitude^ ce qui rcvient a supposer v = 9 et ^ -= «'. Alors les 
equations (4) se reduisenta 

dp 

(5) { 

-^ = 3n*6*[0sin<p -f- y sin(9 — g)]. 

On puurrait les integrer, mais cela n'est pas necessaire a notre objet actuel. 

ImaginonSy en effet, un nouvel axe OY', mene pcrpendiculairement a OX dans le 

plan de Tequateur et dans le meme sens que OY, et appelons s et s' les compo- 

santes de la vitesse de rotation par rapport a OX et a OY'; nous aurons, par des 

formules connues, 

. .rf+ ds 
at not 

dt — ndt' 

Or. les accelerations gj et ^r s'obtiennent immediatement en projetant sur OX et 

sur OY' les accelerations -^ et -—• On trouve ainsi 

dt dt 

ds da . 

ds' da 

et, en vertu des equations (5) et (6), 

d\h 

sin0-^ = — 3n6»[9sin9 4-ysin(9 — ff)]sin(p. 

do 

-T- := -4-3/i6'[9sin9 -hysin(9 — gjjcoscp. 
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En rcinplagant Ics produits de sinus et de cosinus par des sommes, en suppri- 
niant Cous Ics termes qui dependent de <p^ et en supposant sind=:d, on trouve 
enfin 



("': 






Ces runiiules sont analogues a celles qui determiuenl le mouvement de preces- 
sion do Tequateur terrestre, quand on fait abstraction du depiacement seculaire du 
plan de Tecliptiquc, et quand on neglige les termes a courtes periodes qui depen- 
dent des longitudes de la Lune et du Soleil. Mais, dans le probleme de la rotation 
tir la Torre, Tangle g representerait la longitude du noeud descendant de Torbite 
lunairo comptee a partir de I'equinoxe d*automne, et Ton sait que cette longitude 
varie do o a — 27: ; en outre Tinclinaison de Tequateur terrestre sur Tecliptique 
ost plus grande que rindinaison de I'orbite lunaire. En raison de ees deux circon- 
stances, les termes dependants de Tangle g produisent, dans le mouvement de 
Taxc de la Terre, une nutation qui a ete observee par Bradley, et qui n'a pas son 
analogue dans la theorie de la Lune. II resulte, en effet, des observations de 
1). Cassini, continuees jusqu'k nos jours, que le nceud descendant de Torbite 
lunaire sur Tediptique ne s'ccarte jamais que tres-peu du nocud ascendant de 
Tequateur lunaire. On pent done supposer cos/f = i, sin^ = ^, et les formules (7) 
deviennent 









Soil h la valeur moyenne dc 9, et soil (■jt) le moyen mouvement des na'uds de 
IVquHteur lunaire, on aura 

Soit \-jy) le moyen mouvement des noeuds de Torbe lunaire; on doit avoir rigou- 
rousemont 

rt, par suite, 
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Comme on peut determiner par Tobservation les quantites (-^ j? /'. v «t //, ceilc 
(lerniere equation permet dc calculer le coefficient 6^. On en tire 

B dosignant dans cette formuie la duree de la revolution siderale des na;uds de 
Torbile, tandis que T est la duree de la revolution siderale dc la Lune elle-meme. 
En supposant 

/l=l»28'45^ T = 27J,32i5, 

y = S'> 8'48^. = 6793i,39, 

on trouve 

6^ = 0,000597 (*). 

Cela posts pour integrer les equations (8), nous remarquerous qu'un a, par dt^li- 
nition, 

et, par suite, 

dg fdfj) 

Tit' ~~ 






attendu que dans la question actuelle nous ne considerons que les posiliuns 
moycnnes des noeuds de I'equateur et de Torbite. Retranchons done la premiere 
equation (8) de I'equation (9), il vieudra 

dg ':^ o^h 

dt ~ ^.""^ ^ 0/t ' 

ou bien, en remplagant au d^nominateur Oh par A^ 

(11) -^ = i—iO — n), 

A cette equation il faut joindre la seconde equation (8), qui peut s'ecrire ainsi : 

i ^ rf(0-/i) ^3 ^, 



(*) L*auteur de la Mecaniqttc celeste^ qui parvienl a peu pros au mt^mo r^ultat, inlroduit dans h';* 
formules -^r — au lieu de — ^— ; ma is cette substitution est sans importance, parce que la dillerence de 
CCS deux quantities est dc 1 ordro du carr^ de Tune d'elles. 
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ot des equations (i i) et (la) on tire immediatement 

(l3) ^ ' 

H ot */; elant dcs constantcs arbitraires qui dependent de I'etat initial. 

On voit par les formules (i3) que les positions moycnnes du noeud descendant 
de i'orbite el du noeud ascendant de Tequateur coincident rigoureusement, el que 
la valeur moyenne de 6 est rigoureusement egale a la valeur de h qui satisfait a 
Tequation (9); mais on voit en meme temps que le noeud descendant de Torbite 
oscille de part et d'autre du noeud ascendant de Tequateur, et que Tinclinaison d 
osciile en dega et au dela de A. L'amplitude de ces oscillations est arbitraire; quant 
a lour duree, elle a pour expression 

47r/i A ^-y 1-. o / • 

^ ^, = '- = 0740 jours environ. 

3i*6'y y ' ' 

jMais comme ces oscillations n'ont pas ete constatees par Tobservation, il faut 
admettre qu'on a, sinon rigoureusement, du moinsa tres-peu pres, H == o; et, par 
suite, 

Nous anaiyserons dans un autre Memoire les conditions auxquelles la Lunc a du 
satisfaire, dans son etat initial, pour que dcs phenonienes aussi singuliers vinssent 
a se realiser (*). II suffit a notre objct actuel de remarquer que la coincidence du 
noeud descendant moyen de Torbite avec le noeud ascendant moyen de Tequateur 
otant une fois etablie, cette coincidence se maintiendra indefmiment, malgre les 
variations pcriodiques ou seculaires que les forces per turba trices pourront intro- 

duire dans les elements /i, y et (-7^)1 car, si ces variations produisaient un ecarl 

sensible entre les deux noeuds, il en resulterait seulement des oscillations dont la 
loi est determinee par les formules (i3). Mais, comme Tinclinaison moyenne h de 

Tequateur sur Teoliptique est li6e aux elements '^t 7 ^M 757 )' P^^ '^ relation 



(*) O serait uno crreur de croire, commo le veulent quelqucs auleurs, que la coincidence du nceud 
descendant de Torbite et du noeud ascendant de r<^quaicur est une consdquence n^essaire de l'<^galit^ des 
nioycns mouvcraents do rotation et dc revolution. II est possible que ces deux phonomenes aient une origiue 
(*ommune, et nous cssayerons m^noe de faire voir que cela est probable; mais ils ne dependent pas ni^ces- 
sairement Tun de rautre, et Ton pourrait concevoir que le second cxistftt sans que le premier cQt lieu. 
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on doit sc demandcr si les variations seculaircs de ces elements n'introduisent pas 
dans h une variation correspondante. Or, on sait que Ics variations seculaires 
de rinclinaison 7 dc Torbite siir recliptique vraie sont insensibles; on sait de 
plus que si Ton designe par $n la variation du nmoyen mouvement au bout d'uii 
temps quelconque, la variation de la vitesse moyenne des noeuds de I'orbite est 
-h o, 73/5452 tJ/i. En differentiant Tequation (9), nous auronsdone 

o, 735452 i/i 3=: — - 6' [ i-h 1^ 6/1 + - /i6' ^, ^//. 

De cetle equation Ton pent tirer $h en fonction de in\ mais il est evident que cette 

3 y 

variation est insensible, malgre la petitesse du diviscur -w§^ j-^. k cause dc Tex- 

treme lenteur avec laquelle n varie. On doit done regardcr comme constanle Tin- 
clinaison moyenne de Tequateur lunaire sur Tecliptique; et il en est de meme, par 
consequent, de I'inclinaison de cet equateur sur le plan de I'orbite. La seule cause 
qui pourrait faire varier h sensiblement serait une modification qui surviendrail 
dans la constitution interieure de la Lune, et .par suite dans la valeur du coeCti- 
eient 6^. 

in. De la nutation semi'inensuelle qui est indipendante de V excentricite 

de I'orbite. 

Par ee qui precede, on pent, dans les equations (4)» supposer g* = o. Si Ton 
continue a regarder Torbite comme circulaire, et si Ton fait, par consequent, 

^ = w' et i' = 9, ces equations deviennent 

dp 

-f- = o, 

('4) { 

^rz:-f-3n=6'(0-hy)sin9. 

En negligcant les quantites tres-petites du troisieme ordrc, on trouve facilement 
que les parties non arbitraires de leurs integrales sont 

p = o, 

9 = — 3/1 6' (A 4-)')cos9. 

7. ft T 
Obscrvons que, par la formule (jo), le coefficient 6* est egal a ^'y^j^jj- ^' 

posons, pourabr^ger, 

{i5) ? = -€MA-f-y)=:A J = arc9.i",4; 

Annalis scicntifiques de ttcole Normale superieure. Tome HI. ^'J 
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res integrales s'ecriront ainsi : 

(i6) )/ 

{ q — — 2n^cos9. 

Telles SOD I les formules qui determinent le deplacemeDt dcs poles de rotation a 
la surface du spheroide lunaire, lorsqu'on fait abstraction de Texcentricite de 
Torbite. On y lit immcdiatement que Taxe instantan6 de rotation reste toujours 
coinpris dans le plan Z,OY, perpendiculaire au grand axe dirige vers la Terre, et 
qu'il oscille dans ce plan, en faisanl avec Taxe de Tequateur un angle dont le sinus 
ou la tnngente a pour expression 

(17) ^ = - 2?COS9(*). 

L'amplitude totale de cette oscillation est egale a 4?» ou a 85'',6; sa periode est la 
nieme que celle de Tangle 9, c*est-a-dire qu'ellc est egale a la duree de la revolu- 
tion de la Lune par rapport a la ligne mobile des noeuds, ou a 27^218. 

Nous allons chercher maintenant comment Taxe de rotation se deplace dans 
Tespace, en ayant soin de distinguer Taxe instantane de Taxe geometrique. Cette 
distinction serait superflue dans la iheoric de la Terre, parce que Tecart maximum 
des deux axes est d'environ -jj^ dc seconde; mais ici elle est evidemment neces- 
saire. 

Considerons d'abord Taxe geometrique 0Z| et I'equateur geomelrique qui con- 
tient les deux axesOXj et OY,. Le deplacement de ce systeme d'axes est determine 
par les formules connues 

sinO —^=^p sin9 4- q C0S9, 

dO 

-J- = pcoscf — q smo, 



(*) D'apr^ les formules de Poisson, cette oscillation pUine devrait litre remplac^ par une oscillation 
virculairc : I'axc instantan6 de rotation d^rirait aulour do Taxe dc I'dqualcur un c6nc de r<^volution ayant 
pour demi-ouvcrture Tangle que nous avons appel6 ^, Mais Poisson a n^gligd dcs quantitt^ du rn^mc ordn* 
de grandeur que celles qu*il a calculi. En r^itd, roscillation plane, que repr^sente la formule (17), est 
la resultante de deux oscillations cUiptiques de m6m« periode, de mfimc amplitude et de sens contraircs. 
Cos deux oscillations se composent comme deux rayons lumineux de mSme longueur d'onde, dc m^me 
phase et de mdme intensity, polarise elliptiquement en sens contraires, et donnant un rayon polarise recti- 
lignement. Dans un autre travail, nous aurons roccasiui de d^velopper ces considerations : nous nous 
k>ornons aujourd'hui a ^tablir, par la voio la plus directe, les formules definitives. 
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(l;ins lesquelles il faiil substitucr pour/? ciq les valeurs (i6). On obtient ainsi 

sinO —jy = — inZ cos^9, 

do ^ . 

di -9 T . 

el, en rempIaQant les produits de sinus par des sommes, 

dit 
sinO -7T — — /t?(i -f- COS29), 

(18) i 

f -^ = -+-/*? sin 29. 

Lc lermc independant de y, qui se trouve dans Texpression de ^> represenle, 

r.onime il est facile de s'en assurer, le inouvcment de precession que nous avons 
dcjii considere. Quant aux termes periodiques qui entrent dans les deux for- 
mules (18), ils indiquent une nutation circulaire de sens direct, dont le rayon 

est -1 et dont la periode est egale a la moitie de la revolution de la Lune par rap- 

port a la ligne mobile des noeuds, ou a 13^,609. En effet, si Ton designe par ([^m I'* 
longitude moyenne du nceud ascendant de I'equateur geoin^trique, los integrales 
de ces equations peuvent s'ecrire ainsi : 

(■0) ' ^ 

6 --- h — -COS29, 
2 ^ 

aux quantites pres du troisieme ordre. 

Gonsiderons en second lieu I'axe instantane, ainsi que Tequateur apparent (|ui 
lui est perpendiculaire; appelons 0' et tl' Tinclinaison et la longitude du nceud 

Fig. 2. 
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ascendant de Tequateur apparent, pour les distinguer des quantites analogues qui 

se rapportent a Tequateur geometrique, et remarquons sur-le-chainp que la valeur 

35. 
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moyenne de ^' ne peut pas differer de la valeur moyenne de ip, mais qae la valeur 
moyenne de 6' n'est pas egale a la valeur moyenue de 0. En effet, soil OU {/ig. a) 
I'axe inslantane, soil OX' la trace de I'^quateur apparent sur le plan de recliptique, 
et soit ^^ Tangle X'OX. Dans le triangle spherique ZZ,U forme par les poles de 
Terliptique, de Tequateur geometrique et de Tequatcur apparent, on a 

ZZ. = 0, 

.ZUr-0', 
UZ, -" — -: — 2?C0SO, 

n 

angle Z.ZU = di{;, 

angle UZ, Z = angle XOX, = ©, 

paree que I'axe 0X« est perpendiculaire au plan Z|OY| qui eonlient Taxe OU. 
On a done, dans ee triangle, 

sind^ = sin9 . ,, = — . ^, ^ -, 

^ ^ sinGi' sinO 

el Ton voit par la que la valeur moyenne de ^^ est nulle, eomme on devait s'y 
atiendre. Le meme triangle fournit encore la relation 

cosO' " cosO — 2!Jcos9sin0cos9, 
cos6' ^ cosO — ?(i -+- cos29)sin6'; 

(1*011 Ton lire, en appelant h' la valeur moyenne de 0\ 

cosh' = cosh — ^sin/i, 
cosA'=^ cos (A -I- 0> 
h' — A -+- ?. 

Cela pose, nous obtiendrons facilement les variations de 6' et de i/' en projetant, 

eomme nous I'avons deja fait, les accelerations -^ el -^^? donnees par les For- 

mules (i4), sur Taxe OX (que Ton peut regarder comme se confondant avec OX') 
et sur Taxe auxiliaire OY' mene perpend|£ulairement a OX dans le plan de Tequa- 
teur geometrique. En appelant s et s' les vitesses de rotation par rapport a <'«*s 

axes, on trouve 

(is da , ,^, , 

"77 = --ifsm9=: — ii»?(i-cos29), 



dt dt 



Mais on a 



ds' da ,^ . 

-^ =r -+- -^ C0S9:rr -h n%Sm29. 

. .,dy _ ds d9' _ ds' 



il vienl done 



i:t sur la LiBRATiorr rkelle ev latitude. 






aOo 



i(t 



z=. — /t^sin29. 



En integrant ces equations, et en ayant egard aux remarques que nous avuns faites 
SUP les valeurs moyennes, on trouve facilement, aux quantit^s pres du troisieme 
I'd re, 

( ^' :.. vj;« H ^ sin 20, 

I ^ ^ 2 sill// 

(00) 



i e' ^h 



-^t-h ~C0S20. 
2 



La coniparaison de ees formules aux fornniles (19) niontre que Taxe instantane 
et Taxe geometrique subissent des nutations de meme periode, de nienie aniplilude 
et de meme sens, mais que les positions des deux poles, sur leurs cercles de nuta- 
tion, diflerent toujours de 180 degres.La raison de cette particularite va etre mise 
en evidence par la construction suivante. 

Quel que soit le mouvemeut d'un corps autour d'un point, Taxe instantane de 
rotation decrit un certain cone 2' dans Tespace absolu, et un autre cone 2 dans 
rinterieur du corps, et Ton pent toujours produire le mouvement qui a lieu en 
taisant rouler sans glissement le cdne 2 sur le cone 2'; voyons quels sont ces deux 
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cones dans la question actuelle. Le centre de la sphere celeste coinci<lanl avei le 
centre de gravite de la Lune, soitZ [Jig. 3) le pole de Fecliptique, et soit P In posi- 
tion moyenne, a une epoque quelconque, du pole de Tequateur apparent. Kn vertu 
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flu inouvement de precession, le point P decrit autour de Z, dans le sens retrograde 
el dans le temps 9, un cercle dont la distance polaire est A -h ?. Mais les formules (20) 
indiquent en outre une nutation, qui eonsiste en ce que le pole instantane decrit 

T H 

autour du point P, dans le sens direct et dans le temps — (*), un cercle de rayon -: 
il est facile de composer ces deux mouvements en un seul. En effet, Ic rapport 
des vitesses angulaires autour des axes OP et OZ est -^^^ le rapport des distances 

angulaires qui correspondent aux rayons des cercles est sensiblement -r ou -rr*, 

de plus, ^ est tres-petit par rapport a h. II resulte done, soit de la theorie des epi- 
cycloides, soit de la composition des rotations, que, si Ton imagine un cercle decrit 

du point Z comme pole, avec la distance polaire ZF = A -h ^ -i- -> le mouvement 

du pole instantane pourra etre represente en faisant rouler, sans glissement, dans 

Tinterieur de ce cercle, un petit cercle de rayon PF = -• Le pole instantane decrit 

done sur la sphere celeste une epicycloide FLGMH..., et cette epicycloide est la 
base du cone que nous avons appele 2'. Chaque branche FLG de cette courbe est 

decrite par le pole dans le temps —9 et sa longueur est egale a quatre fois le dia- 

metre du cercle generateur, c'est-k-dire a 4?- 
Or, le cone que nous avons appele 1 se reduit, par ce qui precede, a un angle 

T 

plan, que Taxe instantane decrit egalement dans le temps —» et qui intercepte sur 

la sphere celeste un arc WUV dont la longueur est 4?; de plus, on montrerait sans 
difficulte, si cette verification 6tait necessaire, que la vitesse du pole est la meme 
sur repicycloide et sur Tare de cercle, en des points correspondants. Les choses se 
passent done comme si le secteur circulaire WUV roulait sans glisser sur le cone 
ondule 2'; et il est evident qu'il n'y a pas de solution de continuitelorsque le pole 
arrive successivement aux divers points de rebroussement F, G, H,..., parce qu'en 
ces points les plans tangents au cone 2' vonl passer par Taxe OZ. Remarquons 
enfin que le point Z,, pole de I'equateur geometrique, est toujours le milieu de 
Tare WUV. Ce point decrit done sur la sphere celeste une scconde epicycloide 
LMN... dont la premiere est la developpee; et Ton voit clairement pourquoi les 
inclinaisons moyennes des axes 0Z« etOU surTaxe OZ different de?, et pourquoi 
les positions des deux poles Z, et U sur leurs cercles de nutation different constam- 
menl de 180 degres. 



( *) Plus cxactcmcnt dans un temps egal a la moiti^ dc la revolulion de la Lunc par rapporl a la ligno 
mobile des noeuds, ou en 13^609. 
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IV. De la nutation a long ue per iode qui depend de Vexcentricite 

de I'orhite. 

Lagrange et Laplace avaient neglige rexcentricite de Torbite et les perturba- 
tions : tous les termes qui en dependent ayant en effet des coefficienls tres-petils, 
et etant multiplies par des produits de deux faeteurs tres-petits a^$, a^y, 6^9 ou 
S^y, sont en general du troisieine ordre, et par consequent negligeables. On 
concoit neanmoins que plusieurs d'entre eux peuvent passer au second ordre et 
devenir sensibles, en acquerant par Tintegration de tres-petits diviseurs : tels sont 
ceux qui ont pour argument la distance du perigee lunaire au noeud ascendant de 
Torbite geocentrique, ou, ce qui est la meme chose, la distance An pdrisclene de la 
Terre au noeud descendant de I'orbite selenocentrique. C'est Poisson qui a reconnu 
rinfluence de ces termes. En examinant de nouveau cette question, nous n'en 
avons pas trouv^ d'autres que ceux que Poisson avait signales, et meme il nous a 
paru que les calculs de ce grand geometre pouvaient etre simplifies en un point 
important. Poisson tient compte d'une inegalite en latitude qui est proportionnelle 
a c'/sinE, e etant rexcentricite de Torbiie et E la distance du periselene au noeud 
descendant; de sorte qu'en designant par X la latitude de la Terre vue de la Lune. 
il suppose 

lang). = - y sinv — /rey sinE. 

Mais la valeur numerique du coefficient k est 0,01955 (*) : ce coefficient est done 
du meme ordre de grandeur que Texcentricite. Et comme, dans cette analyse, on 
neglige tous les termes qui dependent du carre de Texcentricite, nous croyons 
pouvoir poser simplement 

Au reste, la legitimite de cette simplification sera verifiee a posteriori par Taccord 
de nos resultats numeriques avec ceux de Poisson. 

Reprenons done les equations (4)> qui ont ete etablies en supposant que tang a 
ou X est egale a — y sini'. En faisant dans ces equations g = o, et en remplacant 5 
par sa valeur moyenne A, elles deviennent 

(dp 3fm ^ , , . . , 
-^ - — r-5tMA H-y)sin(;sm(9- v). 
;2i) < ^ 

f -7^ — -^ b'(/* -I- y)sini'cos(9 - i*)- 
(*) Mvcnnique celeste, t. Ill, p. 199 et 233 (ancionne ediliun 1. 
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Mills riiiioiiialie moyenne de la Terro vue de la Lunc est ? — E, el Ton a, vn iic'fjli- 
y:pant Ics lormcs <»n /»-, et en appelant a le demi-grand axe do Torbite, 

p — «[i — ccos(9 — E)], 

p-^ = a- = [i -4- 3ecos(9 — E)), 

V -z(^ -h 2esin(9 — E), 

sine = sino -4- 2e sin(9 - E)cos9, 

sin(9 — v) = — 2esin(Q — E), 

ros(9 -— f) — I. 

Ell substiluant res valeurs dans les equations (31)9 et en remptacant -" par /i^. 
on Ironvp 

-yy - — 3/i'a*(/i -♦- y)2tf sin(9 — E)sino, 

~ ■ -f- 3n'€'(A -f- y)[sln9-l-2^5in(o — E)cos9 -+-3^005(9 — E)sino]. 

Observons maintenani que 

2 sin(9 — E)sin9 r= cosE - cos('>.9 — E), 

2sin(9 "- E)cos9 — sin(29 - E) — sinE, 

3 

3cos(9 — E)sin 9 --: -[sin(29 — E) h- sinE]. 

Si Ton neglige les tcrmes qui ont pour facteur e, et qui ne peuvent pas ar(|uerii' 
par rinfegration de tres-petits diviscurs, il vient enfin 

I ^Jl r ^ 3/i»a'(A -K y)ecosE, 

i^ - ♦ 3n»€'(/i -h-/)(sin9 ^ ^^'^e). 

iellf's MMii les cM|uations qu'il faut inlegrer. 

On sail que Tangle E augmcntc eonstamment, parce que la ligne des no^uds 
relrograde el parce que le periselene est anime d'un mouvement direct. Repn'-M-n- 

Ions par (-tt) le nioyen mouvement du periselene par rapport au nuMid i\v Tor- 
bill*, 1*1 p(»son> 



/</E\ 



le eoeflirient / rtanl egal, par les observations, a 0,01247* I^^^^^^^i^^ encore, roniint- 
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precedemment, 



Kr=h^ih-^y); 



les parties non arbitraircs des inlegrales des equations (22) auront pour expression 

I />-: — are? — .^^sinE, 

(23) 



i a ==: — 2/1 



COS© — n?-r COS E, 



Le ternie dont Targument est y determine la nutation senii-mensuelle, que nous 
avons ctudiee dans Ic paragraphe precedent; les termes dont i^argument est E de- 
termincnt une nutation d'unc nouvelle espece, dont la pcriode est egale a la revo- 
lution du pcriselene par rapport au noeud descendant, ou a 2191 jours environ. 
Cette seconde nutation joue le role d'unc variation seculaire par rapport a la pre- 
miere, comme nous allons le reconnaitre. 

En prenant seulemcnt dans les formules (23) les termes dont Targument est E, 
on a 

^ 3= — ? tCOsE. 

n I 

Ces formules expriment que Taxe instantane de rotation decrit autour de Taxe 
geometrique OZ,, dans I'interieur du globe lunaire, un cone a base elliptique. 
Mais la base de ce cone est tres-aplatie; elle sc reduit sensiblement a son grand 
axe. En effet, toutes les observations de la libration en longitude s'accordenl a 

donner au rapport — p^- une valeur presquc egale a celle du rapport — «— • 

Nicollet a trouve, d'apres les observations de Bouvard et les siennes propres (*^, 
que le maximum de Tequation annuelle de cette libration est de /»'5o"; on en 
ronclut 

— — zr^: 0,000 DD4. 

D'un autre cole, nous avons trouve 

C - A ^ 

— ^g— =0,000597. 

De la on lire a tres-peu pres 

C — B . 

-0,000000, 



(*) Conntiissanrc (les Temps pour i8aa et pour i8a3. 

Annates scientifiqucs de VEcolc Iformale superieurc. Tome \\\, »i6 
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ef, par consequent, 

x" y^ I 

— , - 'z — ^ -r; environ. 

g' 097 10 



Ainsi le rapport t. est du memo ordre de grandeur que rexeentricite de Torbite. 

On peut done, dans les forniules (24), regarder la valeur de p comme negligeable 
devant cellc de q\ en d'autres termes, on peut (au moins dans unc premiere 
approximation) supposcr que I'oscillation de I'axe instantane qu'indiquent ccsfor- 
muless'execute, comme la premiere, dans le plan principal Z,OY,. 

Remarquons maintenant que Tangle C est egal, par ce qui precede, a ai'',/|, et 
qu'on a, par les observations, 

e- 0,05486, 
^=1: 4,3994. 

II en resulte que le sinus ou la tangente de Tangle compris entrc Taxe instantane 
el Taxe geomctrique est donne par la formule 

^-_ -(4o/',8)coscp- (9f',i5)cosE. 

On peut done se representor le mouvement de Taxe instantane, dans Tinterieur du 
sphero'ide lunairc, en concevant dans le plan principal Z, 0Y| : 1^ Taxe geome- 
trique 0Z< [Jig, 4); 2^ un axe fictif OZ2, qui oscille de part ct d'autre de OZ,, eu 

Fig. 4. 



/ 



/ 



^* z 



! / 



I- 



\ 



\ ■ .s- -^ 






^ 



faisant Tangle Z, OZ^ egal a — (94", i5) cosE; 3^ Taxe instantane OU, qui oscille 
de part et d'aulre de OZ2, en faisant Tangle Z2OU egal a — (4^",8) cosy. Les 
durees de ces deux oscillations (completes) sont respectivement de 2191 jours et 
de 27^,2 1 8. Admettons, pour un instant, que Taxe OZa reste immobile pendant 
une oscillation simple de Taxe OU, c'est-a-dire pendant la duree d'une demi- 
revolution de la Lune par rapport a la ligne mobile des nccuds : alors la conslruction 
du paragraphe precedent [fig, 3) subsiste sans autre modification que d'appliquer 
a Taxe OZ2 cc qui se rapportait a Taxe OZ,. On peut encore dire que le secteur 
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circulaire WUV roule sans glisser sur le cone ondule FLGMH..., seulement c'est le 
point Z2, et non le point Z,, qui est le milieu de Tare WV; et si Ton appelle cJK 
la variation trcs-petite de Tangle E pendant que le pole instanlane decrit, par 
exeniple, la branche FLG de repirycloide, il faut imaginer qu'au passage de cello 
branche k la suivante GMH le plan principal Z, OY, tourne autour de I'axe 0X< de 
la quantite + (94''»i5) sinEd^E, en glissant sur le plan tangent dont la trace 
est ZG. Mais comme le mouvement oscillatoirede Taxe OZj estcontinu, aussi bien 
que celui de I'axe OU, on obtiendra une image plus exacte et plus complete du 
phenomenc en faisant rouler et glisser en meme temps le plan Z, OY, sur le cone 
epicycloidal; la vitesse de glissement etant egale a chaque instant a la vitesse an- 
gulaire de I'axe OZ2 par rapport a I'axe 0Z| , et ayant pour expression analytique 
-f- ni^esinE. 

II y aurait peu d'interet a pousser plus loin cette analyse; mais, pour pouvoir 
comparer la thcorie aux observations, il est necessaire d'etablir les formules com- 
pletes qui determinent le mouvement do I'axe OZ, et de I'equateur g^ometrique. 
On obtiendra ces Tormules en substituant dans les Equations 

sm -rj — p sm 9 -h 7 COS9, 

do 

— =;;cos9--gsincp, 

les valeurs (23) Ae p et de q (*). On aura ainsi 

sin 6 --f - — /tJ:( I H- cos 20 -f- -rcosE coso -¥■ 2-" 4 sin E sin 9 N 
(it ' \ 'I ' 6' / ^ I 

do I e. o^ ft \ 

— -r -+- /li: (sin2 9 -f- - cos E sin 9 — 2^^ 4 sinEcos9|- 

Integrons ces equations, en negligeant les moycns mouvements du periselene et du 
na»ud devant le moycn mouvement de rotation; il viendra 

'CI e a} e \ 

i 6 — \hm f— 7 (sin 29 4- 2 4 cos E sill 9 — ^-^^ -7 sin E cos 9 )- 

(25) / , ^ 

f (5 :— /j — -f cos 29 -+- 2-rCOsEcos9 -h 4 -; 4sinEsin9|' 

Les valeurs numeriques des coefficients de ces formules dependent de Tiuclinai- 
son moyenne A. On suppose ordinairement, d'apres Nicollet, 

//-=:i"28'45''; 



(*) On doll observer que la valour de/;, donnee par les formules (aS), est ires-petite par rapport au 
8crond tcrme de 7, mais non par rapport au premier. 

36. 
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mais, pour des raisons que nous indiquerons tout a I'heure, la valeur de cette 
constanle nous parait nial d^terminee, sans que I'incertitude dont elle est aflectee 

puisse influer d'unc maniere sensible sur les valeurs absolues de ? et de ^' Nous 

laisserons done A arbitraire, en supposant neanmoins C = arcar\4 ^^ ^ = ygi 
et nous aurons enfin 

( vj; = 'K — (4i4%7)sin29- (3649",3)cosEsin9-f-(4o5",5)sinEcos9, 

(2()) { 

\ rrr A — (io",7)cos2(p — (94''»>5)cosEcos9 — (io*',5)sinEsin9. 

Ces fbrniules s'accordcnt avee celles que Poisson a donnees dans la Connaissarice 
des Temps pour 1822, si ee n'est que Poisson a omis les termes qui dependent de 

ex? 

Tangle 29, et qu'il a adopte pour le rapport «; une valeur un pen differente de 

celle qui resulte des dcrniers calculs de Nicollet. Quant a I'inegalite du mouve- 
inent dc la Lune en latitude H- ^cysinE, dont Poisson a tenu compte et que nous 
avons cru pouvoir negliger, elle ne modifie que d'une maniere tout a fait insensible 
les coefficients des termes oil entre cosE. 

V. Sur la comparaison de la theoric aux observations. 

(loncevons les deux systemes d'axes reetangulaires {fig. 5) qui ont pour origine 
le centre de gravite de la Lune, et que nous avons deja definis : i** les axes OX, OY, 

Fig. 5. 
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parallfeles au plan de reclipiique, et OZ perpendiculaire a ce plan; 2^ les axes 
principaux d'inerlie OX,, OY,, OZ,.. Ces deux systemes sont superposables; Taxe 
OZ est dirige vers le pole boreal de Tecliptique, Taxe OX est la trace de I'equateur 
lunaire sur Tecliptique, dirigee vers le noeud moyen ascendant de cet equateur ou 
vers le noeud moyen descendant de I'orbite terrestre, et I'on passe des x positifs 
aux J positifs par une rotation directe de 90 degr6s autour de OZ. Lesformules (2G ) 
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« 

(lonncnt a cliaque instant rindinaison Q de l^axe 0Z| sur Taxe OZ, et la longi- 
tude ^ de I'axe OX comptee a parlir d'une droite 0^, que Ton peut faire coincider, 
si Ton vent, avec la ligne des equinoxes : ces forniules determinent done coinple- 
tement la position du plan de Tequateur lunairc. Quant a la position de Taxe 0X( 
dans ce plan, elle est deterniinee par Tangle 9 compris entre OX, et OX, el conipte 
dans Ic sens direct. On sait que la valeur moycnne de Tangle 9 est egale a la lon- 
gitude moyenne de la Terre comptee a parlir de OX; mais eel angle 9 est affecle 
d'inegalites pcriodiqucs qui constituent ce qu'on appelle la libration reelle en lon- 
gitude, et que nous n'avons pas calculees. En designant parfx la libration en lon- 
gitude, nous supposerons d'apres Poisson [Connaissance dcs Temps pour 1821 ;, 

, . 3(B — A) (6"i8'2*')sin(anom.moy.C) 3/B — A) (ii'9")sin(anom.mov.O) 



• - - — . . 



C „, 3(B-A) C -^ 3(B-A) 
0,9832 —p o,oo5o 

Nous appellerons Vy conime precedemment, la longitude moyenne selcnocentrique 
de la Terre comptee a partir de OX, ou, ce qui est la meme chose, la longitude 
moyenne geocentrique de la Lunc comptee du noeud ascendant de son orbit(», et 
nous aureus 

(28) (p=i/-^^--(4; — .^„). 

Les longitudes moyennes s^ et ^^ sent donnees a chaque instant par les tables : 
ainsi les positions des deux systemes XYZ et X| Y, Z, sont completement delermi- 
nees. 

Cela pose, considerons une tache lunaire, que nousdesignerons par M; appelons 
Xy V, z ses coordonnees selenocentriques, par rapport au systome XYZ; eta?,, j,, 2, 
ses coordonnees selenographiques, par rapport au systeme X, Y, Z,. Les coordon- 
nees eelenographiques sont conslantes pour la meme tache, mais les coordonnees 
selenocentriques varient avec le temps, et nous aliens nous proposer d'abord 
d'exprimer les coordonnees selenocentriques en fonction du temps et des coordon- 
nees selenographiques. En negligeant le carre de 9, on trouve par les formules 
generales de transformation, ou plus directemenl par voie de projeclion, 

X -^Xi cos 9 — rt sin 9, 

(29) } jrzrz X^ Sin(f -^/, COS9 — Z, Of 

\ z -- X, sin9 -V- yx COS9 -f- z,. 

Mais il eonvient de substituer aux coordonnees rectangulaires les coordonnees po- 
laires.Soientr le rayon vecteur qui joint le centre degravitede la Luneala tache M, 
•C la longitude selenocentrique de cette tache comptee a partir de 0^, et a sa lati- 
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tiiiic solenoccnlrique, complec a partir de recliptique, on n 

X -- rcosXcos(-t^ — ^). 

z -'. r sinX. 

Soienl i la longitude solcnographique de la memc tache, coinptce dans le sens 
direct a parlirdu meridien principal Z,OX«, etsoitco sa latitude selenograpliique, 
complec a partir de Tequateur, on a de meme 

X, r= /• COS CD COS el., 

y'^ inz r COS CD sincV, 
J, — : /'sinCD. 

Kn porlant ces valeurs dans les formules (29), il vient 

i cosXcos(4^ — ij^) — costOcos(»l. -4- <p), 
(3o) < cos>.sin{^— 4')==^^s(Jk)sin(Jl -+-9) — OsinfO, 

( sin), r^sinci;:^ -f- 0coscDsin(A -+-9). 

II est evident d'ailleurs qu'on aurait pu oblcnir ces dernieres formules par la con- 
sideration du triangle splierique dont Ics sommets sont la tache iM, le pole de 
recliplique et le pole de I'equateur. 

liCS formules (3o) peuvent elre mises sous une forme plus commode pour le 
calcul iiumerique. En effet, puisqu'on neglige le carredeS, la troisieme de ces 
formules pent s'ecrire 

sin). — sln[(«> -t- esin(,i,-f- 9)]; 
on a done 

(3i) >-■ ro -f- Osin(ei, -4-9). 

On tire de la 

cos). — coscD — OsinCOsintcln -h 9); 

c»t, en suhstituant cette valeur dans Tune ou dans Taulre des deux premieres for- 
mules (3o). on en dcduit facilement 

(3?.) r — 4» rr- -i. 4- cp — Oiang(t)cos(,v -f- 9). 

Mais on doit observer que cette derniere formule (Sa) suppose que la quantite 
6 tang(i^ est du meme ordre de grandeur que 9, ce qui exige que la tache M ne soil 
pas trfes-eloignee de Tequateur. Avec cette restriction, Ton peut considerer les for- 
mules (3i) et (32) comme exprimant les coordonnees selenocentifiques d^une tache 
quelconque en fonction des coordonnees selenographiques et du temps. Voyons 
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iiiainlenant comment on pent determiner ces memes coordonnees selenocen- 
Iriques -C etX, par robservalion direcle. 

Supposons que la fig. 6 represente le disque lunaire vu du centre de la Terre ; 
soient m la pcrspeclive de la tache M sur ce disque, a le centre du disque, r.v! la 
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trace du cercic de latitude, pp' la trace du ccrcle de dcclinaison, erf la trace du 
parallcle sur lequel se trouve la Lune au moment de Tobservation. De la surface de 
la Terre on pent mesurer directement ou indircctement (*) (sauf a appliquer aux 
inesures des corrections convenables) la distance am et Tangle map, D'ailleurs 
Tangle pan peul etre calcule dans le triangle spherique geocentrique donl les 
sommets sont le p6le de Tecliptique, le pole dc Tequateur terrestre et le centre de 
la Lune : on connait done Tangle mau. 

SoitO le centre de la Lune [fig. 7); soit M la tache, qui dans lay?g^. G se projelle 

Fig. 7. 
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en m, et soit nati le cercle de latitude qui passe par le centre du disque. Dans le 
triangle spherique ttaM, on connait Tangle Mr/jr, qui, dans la fig>Q>^ se projette 
en vraie grandeur suivant man\ on connait le cote Tia, qui est la distance seleno- 



(*) Nous disons (lircctcmciu on indircctement ^ parcc qtio lo choix des quant iles qui font Tubjet d'une 
mesure directs d('*pend de la nature de rinstrumont et du microm^lre dont on fait usage. Avec un instru- 
ment monte parallactiqncment el muni d'un micrometre a fils rectani^ulaires, les quanlil6s qu'on mesure 
dir(x;teroent sont : i"* la difference en ascension droite do la lacho et du bord oriental ou occidental de la 
Lune; 2" la difft^rence en declinaison do la tucho ot du hord inf^ricur ou sup^ricur. On en conclut les deux 
c6t(« do Tangle droit du triangle rectangle abm (y?j?. G), el par suite riiypotcnuse am el Tangle amlf 
ou map. 
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cenlrique de la Terre au pole de rccliptiquc {na = 90® 4- latitude geocentrique de 
la Lune), ct je dis que Ton connait aussi le cote aM. En effet, soient et T les 
angles sous lesquels Tare aM est vu du centre do la Lune et du centre de la Terre, 
soient r eip les rayons vecteurs qui joignent le centre de la Lune a la tackeM et au 
centre de la Terre, et soit A le dianietre apparent de la Lune vue du centre de la 
Terre; dans le triangle rectiligne OMT, on a 



sin(0H-T)=:2sinT = 



sin 1 

sin — 
2 



Or, Tangle T a ete mesure; le diametre apparent A peut etre tire des ephemerides, 
aver quelques corrections dans le detail desquelles nous ne croyons pas devoir 
entrcr; on pent donccalculer Tangle 0, dont Tare aM est la mesure. Ainsi, dans le 
triangle spherique TiaM on connait deux cotes et Tangle conipris : on peut done 
ralculer le cote tiM et Tangle Mrra. Mais le cote ttM est le complement de /; 
Tangle Mna est egal a -C moins la longitude selenocentrique de la Terre. Le pro- 
hleme est done resolu. En egalant les valours de 4L et de X, donnees par Tobserva- 
tion, a leurs expressions analytiques (3i) et (Sa), on obtient deux equations oil 
enlrent coninie inconnues les coordonnees selenographiques d, et cD et les diverses 
constantes de la libration. En faisant plusieurs observations do la menie tache, on 
obtient entre les memos quantitos autant d'equations de condition qu'on le veut; 
on traite ensuite ces equations par la methode des moindres carres. 

On voit que tout repose sur la metbode directe ou indirecte de la distance am 
el de Tangle map [fig- 6} ; et il faut bien reconnailre que, de quelque faQon qu'on 
s'y prenne, on ne peut pas esperer d'atteindre une grande precision, atlendu 
qu'une variation selenocentrique de go degres dans la distance am correspond a 
une variation geocentrique de i5 a 16 minutes. Mais ces variations ne sont pas 
proportionnelles, et il est facile de voir que la position la plus favorable est celle 
d'une taclie qui n'est pas tres-eloignee du centre du disque. Sous ce rapport, la 
tache J/a/i//m5, sur laquelle ont portc d'abord les observations de Mayer, puis cellos 
do Bouvard et de Nicollet, est assez bien choisie, puisque ses coordonnees seleno- 
graphiques sont environ ei,= i5*' et (© = 9°; mais, d'aprcs une remarque de 
MM. Beer et M«dler, cette tache est mal choisie sous d'aulres rapports. Elle con- 
sistc, en effet, en une espece de dome qui se presente sous des aspects varies, aux 
diverses epoques de la lunaison, selon la maniere dont le Soleil Tedaire : il en re- 
sulte que dans les differentes observations on n'est pas siir de viser au memo point. 
Bouvard et Nicollet se servaient d'une lunette d'un metre de longueur, montee 
parallactiquement, et munie d'un micrometre qui consistait en une lame de verre 
sur laquelle etaient traces des traits equidistants. MM. Beer et Maedler ont pro- 
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pose (le remplacer ce micrometre par riieliometre dc Fraunhofer, que les travaux 
(le Bessel ont rendu celebre, et de faire porter les observations sur un cratere tres- 
clair, qu'ils ont nomme MoBstingA dans leur Mappa selenographica, ct qui presenle 
un point de visee parfaitement net : toutefois ii ne parait pas que les tentatives qui 
ont ete faites sur ces indications aient conduit h des resultats satisfaisants. 
Peul-etre conviendrait-il de substiluer aux mesures prises sur des images aeriennes 
ot fugitives des mesures prises sur des images photographiques suffisammenl 
nettes et suffisamment agrandies, telles que celles qu'obtient M. Warren de la Rue; 
mais c'est un point qu'on ne saurait decider qu'apres des observations compara- 
tives, prolongees pendant plusieurs lunaisons. 

Quoi qu'il en soit, c'est encore au travail de Bouvard et dc Nicollet qu'il faut 
recourir, dans Tetat actuel, pour avoir les constantes de la libration; mais, inde- 
pcndamment de la methode d'observation et du choix de la tache observee, la 
discussion faite par Nicollet nous parait donner lieu a une objection grave. Dans le 
but de verifier le theoreme de D. Cassini sur la coincidence des noeuds de Tequa- 
teur et de I'orbite, Nicollet introduit comme inconnue dans ses calculs la distance 
de ces deux nceuds, qu'il designe par (?. Cette quantite, que nous avons representee 
par ^ — ^mi a pour expression, d'apres nos formules, 

— (4i4",7)sin2<p — (3649^3)cosEsin(p4-(4o5^5)sinEcos9; 

elle est done essentiellemeDt periodique. Nicollet la traite comme une constante» 
ce qui revient a ne considerer que sa valcur moyenne, et 11 trouve 

0:^=009' 19". 

Or, il resulte de notre theorie que la valeur moyenne de & est rigoureusement 
nuUe. L'introduction de cette quantite (quand on neglige les termes periodiques) 
ne pent done avoir pour effet que de compliquer sans n6cessite les calculs, et de 
Jeter quelque doute sur la determination de I'inclinaison de I'equateur sur Teclip- 
tique. 
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Je suis parvenu recemment a resoudre une question dont je m'etais occupe a 
diverses reprises depuis cinq ans, et a laquelle je suis toujours revenu, parce que 
sa solution devait decider de la direction ulterieure de mes recherches algebriques. 
Mes etudes sur la resolution algebrique des equations m'ont tres-proniptcmentfait 
apercevoir que Ic probleme est susceptible de generalisation a deux points de vue 
diiTerents : d'une part, on pent supposer qu'au lieu des coefficients de Tequation, 
c*est-a-dire au lieu des fonctions symetriques des racines, on donne des fonctions 
ralionnelles plus generales de ces racines, que j'appelleyb/ic/io/15 affectees; d'aulre 
part» au lieu des signes radicaux ordinaircs, cVst-a-dire des signes de fonctions 
definis par des equations pures (equations binomes), on pent introduire des fonc- 
tions al{2;ebriques plus generales, pour servir de fonctions auxiliaires dans la resolu- 
tion. Le premier point de vue de celle generalisation a deja ete considere, du moins 
implicitement, dans des travaux algebriques plus anciens; mais ce n'est que tout 
recemment que le second point de vue a ete traitc simultanement par M. Hermite 
et par moi. Cependant la voie que j'ai suivie etait toute differente de celle de 
M. Hermite, et, par exemple, une condition queje m'etais imposee dans la methode 
<le resolution m'a cause des difficultcs dans la question des Equations du cinquifeme 
degre; mais, d'un autre cole, comme cette condition est fondee sur la nature meme 
du sujet, elle m'a conduit en meme temps a d'autres recherches interessantes. 

Si une equation est r^oluble algebriguement, on pent toujours donner a la racine 

37. 
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une forme telle ^ que toules les fonctions algdbriques dorU elle se compose soienl expri^ 
mables par des fonctions rationneUes des racines de V Equation donnde. 

Tel est Teiionce d'un iheoreme d*Abel qui exprime une propriete extremement 
importante des radicaux ordinaires. C'est cette propriete qui doit encore subsister 
dans les expressions plus generales des racines des equations qui nc sont pas re- 
solubles dans Tacception ordinaire du mot, et c'est d'aprcs cette condition qu'il 
laudra cboisir les nouveaux signes de fonctions algebriques a Taide desquels la 
resolution des equations deviendra possible dans un sens plus general. 

La condition en question, que je me propose d'etudier de plus pres dans un 
travail plus etendu, m'a conduit, dans mes rechercbes sur les equations du cin- 
quieme degre, a cbcrcber des fonctions rationneUes des cinq racines dont les 
diverses valeurs distinctes, resultant de la permutation des racines, eussent entre 
elles le plus grand nombre possible de relations identiques. En n'admettant, pour 
des raisons faciles a apercevoir, que les permutations qui laissent invariable la 
racine carree du discriminant de I'equation du cinquieme degre, j'ai trouv^ effec- 
tivement une fonction rationnelle a douze valeurs des cinq racines, jouissant de 
cette propriety, que ces douze valeurs sont deux k deux ^gales et de signe con- 
traire, et que leurs six valeurs absolues difTerenles sont liees entre elles par 
trois relations lineaires. Le carre d'une telle fonction est done racine d'une equa- 
tion du sixifeme degr6, dont les coefticients sont formes rationnellement an moyen 
de ceux de I'equation du cinquieme degr^ et de la racine carree du discriminant, 
et ne dependent que de trois expressions rationneUes de cette sorte. La d^couverte 
de cette esp^ce de fonctions m'a permis d'abord d'employer presque sans aticun 
calcul Tequation modulaire relative a la transformation du cinquieme ordre pour 
la resolution de I'equation du cinquieme degre, et j'ai communique deux de ces 
fonctions remarquables a M. Hermite, dans une lettre inser^e aux Comptes rendtis 
de I'Academie de Paris pour Tann^e i858; en second Heu, il m'est dinsi devenu 
possible de resoudre I'equation generate du cinquieme degre d'une manifere qui 
satisfait a la condition en question, mais seulement, \ la verite, en tne servant de 
fonctions algebriques de deux variables. Pour mieux faire comprendre ce point 
important, posons 

•^of ^i» (x^tf ^jf x^ designant les racines de requalion du cinquieme degre X === o; 
les signes de sommation s'etendant aux valeurs 

m ™- 0,1,2, 3, 4 ct n :- 1 , 2, 3, 4> 

et les indices devant etre reduitsa leur plus petit reste suivant le module 5. Alors 
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/{x„, Xj, Xj,aCi, Xt) 93tisfaila une equation du douzifeine degre, 

(I) (/'+«)« + 4«(/* + a)'4-iofr[/' + «)' + 4Pi/' + «)-,4a^,t5':' = «- 

a. b, c #tnnt trois fon'etions entiferes et rationnelles, S deuSc valeora, des oinq i;l- 
cines X. Mais il existe edCore. outre la font^tion /, une infinite d'aulres fonctioiis 
ralionnelles des racines x. possedanl la mpme propriete de saliafaire ii des inequa- 
tions du (louziome Hefire di' la forniL- indiquee (*] ; et, parmi les functions ration- 
TifiWfs/ractionnalres de cette espece, it y en u encore pour lesquelles les expressions 
rorrespondanles a a, t. c ne d/'pendent que de deux fonctions ralinnnellrs a deux 
valcurs, ' ' ' ' ' " *"" 

Une fonction de cette nature plus particuliere est done une fonctlon algebrique 
implicite donnee de y ct de 4". et pcut, par consequent, etre designee par Wfqj, ij^J. 
Maintenant lea fonctions / ibrniant un cycle, ct I'equation X ~ o etant par suite 
resoluble au moycn de cea fonctions, les racinea de I'equation gcnerale du cin- 
quieme degre pourronl se representer explicitcraenl & I'aide de racines carrees et 
cinquiemes et du signe tie fonction W, et cela de maniere a salisfaire complete- 
mcnt a la condition indiquee plus liauL. 

Tous ces resultats se sont preseotes a moj en substance, coinme consequence 
immediate de la decouverte de cette fonction/. Mais ils'agissait a present de savoir 
si la question se Irouvait ainsi cpuisee, c'esl-a-dire s'll etait impossible de raniener 
la fonction algebrique de deux variables W a une fonction iVune seule variable. On 
sail depuls longtcnipsqu'unc telle reduction est eneffet possible, des qu'on renonce 
a exiger la condition dont nous avonssi souventparle, et je I'ai recemment expose 
dans une lettre a M, Herinile. En poursuivanl mes etudes j'uvais encore obtenu 
des resultats particuliers relatlfs a ce sujct. Mais ue n'est que recemment que j'ai 
r^ussi a trouver la reponse a la question principale. et a ^lablir ipie la reduction 
de la fonction algebrique W a une fonction li'u/ie seule variable, et par suite la re- 
solution de i'equation gcaerale du cinquieme degre au moyen de fonctions alge* 
briques d'une seule variable, est impossible si Ton veut que le tlieoreme d'Abel que 
nous avons cite plus bau( , ct qui a lieu dans la resolution des equations par radi- 
caux, continue a subsister. Ce resuitat me senjble constituer une extension remar- 
quablc de la demonstration donnee par Abel de I'impossibilite de la resolution 
alg^rique des equalions de degra stbperieur; el il vontleat en mejne temps, pour 



(*) rofca kcCBujet loa il^velQppeinenlfl deM. Briosclii, danasa No LA intitule : Sal iiwtoHo di XnineiAcr 
per la risnbtziane dellc cqiwiinni di qiii'nlo gntdo { lu dei'Bnt I'Institut lomliard, le aS novembre i85S ). 
C'est aussi dans cetle Note (ju'a M donnee pour la premifire fois, pour une fonction particuliere /, I'expres- 
sion complMo des cofffirioflts a, b, c, ao'moyon des invariants de I'fiqtialion du cJnquiflme degr*. 
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le cas du cinquieme dcgre, la reponse complete au probleme de la resolulioD. Tant 
que je n'avais pas obtenu cette reponse, je ne pouvais considerer mon travail 
comme acheve suffisamment pour etre publie. 

II n'y a pas lieu de s'etonner qu'en Algebre le besoin se fasse seatir ici d'intro- 
duire des fonctions de deux variables, bien que ces fonctions soient reductibles en 
quelque sorte a des fonctions ^une sevde variable. II suffit de rappeler qu*en 
Analyse aussi les fonctions quadruplement periodiques de deux variables out ete 
introduites par Jacobi et conservees comme tout a fait conformes k la nature de la 
question, bien que ces fonctions, comme ce geomctre Ta fait voir dans le tome XXX 
du Journal de Crelle, puissent se former algebriquement au moyen de fonctions 
iVune seule variable. Sans poursuivre plus loin cette analogic, je reviens aux equa- 
tions du cinquieme degre, pour presenter encore quelques remarques qui se ratta- 
rbent a la forme de solution que j*ai indiquee. 

Si Ton designe, comme precedemment, par /(^o» ^n ^2» ^8» ^4) tine des fonc- 
tions qui satisfont a une 'equation de la forme (I), et que Ton pose 

fk - f{Xk, ^*+Sf ^*-H4, Xk+x, ^*+l), 

±fy ±./o, ±/iJ ^Af — /s» — /4 seront les douze racines differentes de cette 
equation. Or il y a des fonctions rationnelles des six quantit^s differentes/, qui 
sonl les racines d'equations du cinquieme degre dont les coefficients sont formes 
rationnellement au moyen de a, 6, c. Si Ton designe par f une de ces fonctions des 
quantites/, y sera aussi une fonction rationnellc des racines x elles-mSmes; et 
cette fonction sera telle, que, si on la met sous la forme (fune fonction entifere et 
rationnellc d'une des racines x, ses coefficients ne contiendront que ceux de I'^qua- 
tion X = oet la racine carree du discriminant de cette equation, et les contiendront 
rationnellement. On fait voir aussi, sans calcul, quele produit 

qui est compris parmi les fonctions designees par 9, satisfait a une equation du 
cinquieme degre, dont le second coefficient ainsi que le quatrifeme sont nuls. Ce 
resultat, qui est d'un interct lout particulier, ressort d'ailleurs de Tune des Notes 
si remarquables dont M. Brioscbi a fait suivre son compte rendu de la resolution 
de I'equation du cinquieme degre d'aprfes M. Hermite. Depuis, dans une lettre 
adressee recemment a M. Borcbardt, qui Ta inseree dans son journal, M. Hermite 
a indique une fonction particuliere des racines d'une equation du cinquieme degre, 
qui fait partie de ces fonctions 9, et qui offre un interet particulier tant a cause de 
sa simplicite que de ses relations avec les invariants de requation. Mais le point 
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essentiel de cette theorie, qui ressort des considerations les plus simples sur les 
fonctioDs/y pent se resumer dans Tenonce suivant : 

Parmi lesfonctions rationnelles a dix valeurs des cinq quaniites co^^x^y Xn,x^, x^^ 
qui^ par toutes les permutations circulaires de ces quantites prises trois a trois , ne 
peuvent prendre que cinq valeurs, ily en a pour lesquelles lesfonctions symetriques de 
ces cinq valeurs ne dependent que de deux fonctions des quantites x; il y a, deplus, 
parmi elles, des fonctions particulieres , pour lesquelles la somme des cinq valeurs 
elles-mSmes sivanouit identiquement, ainsi que la somme des cubes de ces valeurs. 

Les equations particuli^res du cinquifeme degre, telles, par exempli, que les 
equations de la forme 

definissent des fonctions algebriques qui dependent essentiellement de deux va- 
riables; ainsi se trouvent introduites des fonctions algebriques qui pourraient etre 
employees aussi bien que la function W dans la resolution de Tequation du cin- 
quieme degre. Mais, en vue de certains problcmes de resolution plus generaux, 
I'emploi de Tequation ci-dessus du douzieme degre, comme equation auxiliaire, 
merite la preference, et une discussion plus approfondie de cette equation en fait 
reconnaitre les nombreuses et remarquables proprietes, et montre en meme temps 
les diverses formes que Temploi de la fonction W permet de donner aux racines 
de Tequation du cinquieme degre. 

En designantpar a> une racine cinquieme primitive de T unite, on a, entre la 
fonction / definie precedemment et ses valeurs conjuguees, les relations lineaires 

/• -+■/ +/' +/3 +/ =f v^» 

/. -f- w / -h w»/, -h w''/, -h to*/ — o, 

Ces memes relations ont lieu en general pour les six valeurs differentes de/qui se 
tirent d'une equation de la forme (I), pourvu que Ton choisisse convenablement 
Tordre de succession et les signes de ces valeurs, ainsi que la racine cinquieme de 
Tunite. En posant, de plus,. 

et 

/'satisfera aussi a I'equation (I), lorsqu'on aura change, dans celle-ci, les quanti- 
tes a, by c en a', b\ c\ et les differentes racines /', /© » fl » /i » /i » /i (prises 
avec des signes convenables) satisferont aux equations lineaires qui ont lieu entre 
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les quantiles/, lorsqu'on rcmplacera partout cd par co^. Mais la foDction rationnelle 
la plus generate d'une racine/, qui satisfasse h une equation de la forme (I), est 
donnee par les deux expressions lineaires 

en prenant pour X, X',... des fonctions rationnelles de a, 6, c. Toutes les fonctions 
rationnelles et entieres de/ representees par ces deux formes contiennent seule- 
ment des puissances impaires de cette quantity; et r^ciproquement, toute fonction 

entiere impaire de/ pent s'exprimer lineairement au moyen de -^» -^,» 

Je reserve pour une prochaine communication le developpement des autres pro- 
prietes de cette equation du douzifemedegr^. Je ferai voir alors que les plus impor- 
tantes de ces proprietes conviennent a une classe d'^quations g^nerales, qui ont 6t6 
le point de depart mdme de mes recherches, et sur lesquelles je vais encore ajouter 
quelques indications. 

Soient n un nombre premier impair, M le multiplicateur de Tune des transforma- 
tions (de Tordre n) des fonctions elliptiques. VM est, comme on sait, racine d'une 
equation du degre 2/1 + 12, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles 
du module k. Les equations g6n6rales de meme degre qui ont la mime affec- 
tion, ou, suivant Texpression de Galois, le mSme groupe, je les designerai, pour 
abreger, en disant qu*elles ont Taffection des Equations modulaires. On peut appli- 
quer ^ cette classe d'equations generates, comme je Tai deja enonc6 dans ma 
lettre a M. Hermite citee plus haut, les principes qui, pour le cas particulier de 
/i = 5, nous ont conduits k la resolution complete de I'^quation. On peut, en effet, 
a Taide de ces principes, ramener ces equations generates, du degr6 an + 2, a 

des equations particulibres dont les coefficients ne dependent que de -(/i + i) 

quantites; et ceresultat semble d^autant plus remarquable qu'une telle reduction 
des equations generales, fondee sur leur affection particuliere, n'etait encore 
eonnue que dans le cas des equations resolubles algebriquement, et que dans ce 
cas mSme on y avait ^ peine fait attention a cause de la simplicitie du sujet. 

Lorsque Tequation de degre 2/1 + 2, Z = o, a Taffection des equations modu- 
laires, en designant ses racines, prises dansun certain ordre, par 2, jZq, jz,,..., z^nf 
on peut toujours trouver des fonctions entieres et rationnelles de z satisfaisant 
aux equations lineaires 
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La sommatioD indiquce par le signe^ s*etend , dans les deux equations » aux va- 
leui*s 

m =r o, I , . . . , /I — 1 ; 

dans la seconde equation, w designe une racine n*^"*' primitive de Tunite, et r un 
residu quadratique quelconque de n, de sorte que cette equation en represente 

- (/I — i) differentes. II y a, de plus, des fonctions /' [z] pour lesquelles les memes 

relations lineaires subsistent, lorsqu'on y remplace les exposants r par tous les 

non-residus de /i. Remarquons enfin qu'il existe preciscment -(/i-h i) fonctions /z 

et autant de fonctions f'[z)^ entre lesquelles il n'y a point de dependance lineaire. 
Chacune des fonctions/(2) est racine d*une equation de degre un + n, dont les 
coefficients sont formes rationnellement au moyen de ceux de Tequation 2 = 0. 
Si, pour une fonction/(z) determines ces coefficients contiennent une variable 
quelconque a, tous les rapports differenliels 

da. dot} 

seront aussi evidemment des fonctions rationnelles de z et» de plus, des fonctions 
appartenant a la classe generale des fonctions /(jc). La fonction f{z) elle-meme 

forme, avec ses - (/i — i) premieres derivees par rapport a a, un systeme de fonc- 
tions lincairement independantes, et par suite la - (/i-h ly*™' derivee sera une 

fonction lineaire des precedentes. La fonction f[z)^ qui est en meme temps une 
fonction algebrique implicite donnee de a, satisfait done, en cette qualite, a une 

equation differentielle lineaire de Tordre - (/i -f- 1), dont I'integralc complete pent 
etre representee par 

/ devant etre egale successivement a zero et aux divers non-residus, tandis que m 
prendra toutes les valeurs entieres de zero a /i — i , et Q designant les diverses 
constantes d'integration. 

Pour les equations modulaires elles-memes, Jacobi a dcja indique, dans le 
tome III du Journal de Crelle^ les relations lineaires qui existent entre les racines 
carrees des n H- i multiplicateurs difTerents de la transformation d'ordre n. Ces 
relations peuvent aisement se ramener k la meme forme que j'ai donnee tout a 
I'heure aux equations lineaires entre les fonctions /(s). Soient M un des multiplica- 
teurs et k le module des fonctions elliptiques. Dans lecas particulier des equations 

Annates scientifiqiies de I'Ecole JVormaie supirieure. Tome HI. »5o 
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inodulaircs, aux fonctions/(z) correspondent certaines fonctions rationnelles de 
VM et de ky et ces fonctions sont toutes de la forme 

(— ) 

B.9(/r)-t-B'.9,(A-)-+-B".9,(A-) + ... + B^ ^y, (k), 

f» ?iy ^2*'-' etant des fonctions rationneljes, et 6, B'^B"",... designant, comme 
dans le Memoire de Jacobi [Journal deCrelle, t. IV, p. i85), les divers coefficients 
de la formule de transformation. Dans le Memoire que je viens de citer, Jacobi a 
donne une equation aux differentielles partielles a laquelle satisfont le numerateur 
et le denominateur de la formule de transformation. A I'aide de cette equation on 
pent exprimer B', B",... lineairement au moyen deB et de ses derivees prises par 

rapport a a = A + t ? et de la resuite immediatement, en ayant cgard aux proprie- 

tes enoncees plus haut des fonctions g6nerales/(5), cette forme particuliere de 
ces fonctions qui convicnt aux equations modulaires. 
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Les formules que j'ai trouvees, il y a einq ans, pour le Dombrc des classes diffe- 
rentes des formes quadratiques de determinant negatif, et qui ont etc en partie 
communiquees a TAcademie en octobre 1857, m'avaient deja conduit, vers cette 
epoque, a etudier la cause intime des relations que j'y ai signalces entre certains 
determinants, c'est-a-dire a chercher une dependance entre les diverses formes 
quadratiques. Une induction, tiree de Torigine analytique de ces formules, m'amena 
tres-promptement a la decouverte de la dependance soupgonnce; mais ce n'est que 
recemment que je suis parvenu a demontrer completement, et par une metliode 
purement arithmetique, le resultat obtenu, qui fournit une relation entre les formes 
reduites de determinants differents, et qui constitue Tobjet de la presente commu- 
nication. ^ 

p etant un nombre premier impair, imaginons que Ton ait forme toutes les 
formes quadratiques reduites positives des determinants 

dans lesquelles un au moins des coefficients extremes soit impair. Parmi les formes 
ambigues qui se presentent, rejetons celles dans lesquelles a= — aft, ainsi que 
celles dans lesquelles a = c et oil ft est en meme temps positif. Enfin, pour toutes 
les formes restantes 

38. 
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posons les congruences 

a,2*-*- 2 6,z-+-c, ^b, «,2*-h 26,2 -4- Cj^o, . . ., mod. p, 

lesquelles auront evidemment ou unc ou deux raciues, suivant que ie determinant 
de la fornie correspondante sera le nombre — /? lui-meme, ou I'un des nombres 

— (/I— i), — (/> — 4)» — {p— 9)»-*-- Si I'on designe alors p^rF{n) le nombre des 
classes differenles de determinant — n, le nombre des racines de toutes ces con- 
gruences sera 

el, par suite, en vertu de la formule (V) de ma Note inseree dans le Journal de 
Crelle, t. LVII, p. 2^9 (*), ce nombre sera egal a />-+- J ou a /i, suivant que Ton aura 

p^i ou p^^y mod. 4- 

Si maintenant, dans le premier de ces deux cas, pour les formes ambigues dans 
lesquelles a = c <^ \'p , on remplace par sa valeur negative une des deux racines de 

la congruence (savoir, celle qui correspond a la valeur positive de \b' — ac in/e- 

rieure a -p)\ et si, dans le cas unique oil cette valeur est identique avec I'autre 

racine de la congruence, c'est-a-dire lorsque 6 = 0, on la laisse de cote, le nombre 
de toutes les valeurs formees de cette maniere avec ces racines des congruences 
sera, dans tons les cas, egal a p. Tous ces nombres sont differents suivant le module p, 
c' estr-ordire quils forment^ pour ce mime module^ la sine complile des restes. 

De cette propriete remarquable des formes quadratiques de determinant negatif, 
resulte imm^diatement le tbeoreme suivant : 

Si I'on designe par D, D', D", .,, les diffirents nombres pour lesquels p est susceptible 
d'itre representi par les formes 

y itant impair; si^ de plus, 

(rt,, 6,, c), (a„ A„ c,}, . . . 

sont toutes les formes reduites positis^es propremeni pnmitwes de diterminants — D, 

— D', — D",..., les congruences 

a,2*-h 26,^ 4- c, ^o, a^z^ '\- abiZ -\- d^o, . . ., mod. p, 
donnent, pour z, p valeurs toutes differentes entre elles, et dont chacune se prisente 



(*) Fojrez la traduction de ce M^moire, Journal de Mathematiqu^s de M, Liouvilie, iT s^rie, t. V, i86<k 
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deuxfoiSf pourvu que Von fosse figurer deux fois les racines de toutes les congruences 
dans lesquelles le coefficient de z^ n'a pas la mime valeur absolue que Vun des deux 
autres coejficients. 

Dans le cas de /)= 4'»-^ 5» <5omme il n'existe, pour aucati des determinanls 
— D, une forme ambigue oiJ Ton ait a= ±:!X& ou a = c, le th6or^me prfeeedent 
pourra s'^noncer plus simplement de la maniere suivante : 

Si" (a,, 6,, c,), [a^, fej, <?2)f- ^ont toutes les formes positives reduites proprement 
primitives de tous les determinants negatifs — D pour lesquels p peut Stre reprdsente 
par la forme principale j?'* -f- D j*, y etant impair, les racines des congruences 

rt.s'H- 2^,2 -he, ==0, ^3 2*4- 2A32 -f- c^o, . . ., moil.^, 

formeront la serie complete des restes pour le module p. 

Enfin, si Ton considere les racines elies-memes de ces congruences <lu second 
degre, le theoreme peut etre formule comme il suit, pour un nombre premier quel- 
conque/? : 

Soit d un nombre entier et positif quelconque inferieur a ylp^ et soient, de plus^ 

(fl, , 6| , c,), (fla* ^2» ^2)* • • • toutes les formes reduites positives de determinant — (p—d^)^ 

dans lesquelles un des deux coefficients extrimes est impair, le coefficient may en n etant 

pas negatif Les expressions 

±A=prf 
a 

formeront la serie complete des restes pour le module /?, si Von admet, en general^ le% 
quatre combinaisons de signes^ saufdeux exceptions, pour le cos de a=^2b, oil Von 
ne prendra b quavec le signe — , etpour le cas dea^=:^c, oil Von ne prendra les deux 
nombres b et d quavec leurs signes superieurs. 

La demonstration de ce theoreme se fonde, d'une part, sur la formule que j*ai 
citee tout a Theure [Journal de Liouville, 2* serie, t. V, p. 291), et a Taide de la- 

±h±d 
quelle on etablit que le nombre des expressions telles que est precise- 

ment egal a p\ et, d*autre part, on fait voir que deux quelconques de ces expres- 
sions sont diflerentes entre elles suivant le module p. Des deux parties dont se 
compose, d'apres cela, la demooslratioo, la premiere coniient une deduction pure- 
ment arithmetique de la formule en question pour les nombres de classes, tandis 
que la seconde partie etablit comme il suit Timpossibilile de la congruence 

a'(zt Azfcrf)4- a(:pA'qz(/')^o, mod. p. 

On fait voir d'ahord que, dans Tequation 



■N 



N. 
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qui lienl lieu de la congruence^ en ayant egard aux conditions d'inegalit^ aux- 
quelles sont assujetiis les nombres a^ h, d^ a\ b\ d\ la yaleur absolue de h ne peut 
etre que zero ou Funite. Si maintenant cette equation a lieu, comme on peut dis- 
poser des sigues dans le premier membrc, de telle sorte que h soit positif, il n'y a 
plus a examiner que les deux cas de A = o et de A = i, c'est-k-dire qu'il suffit 
d*etablir I'impossibilite des deux equations 

a'(±i±rf) 4-a(ip6'=izrf'):=o, 

Or, admettoDS, pour un instant, que Ics equations soient satisfaites par certaines 
valours de a, 6, rf, a\ b\ d\ et que des deux quantites multipliees respectivement 
par a' et par a, la premiere soit positive. En designant cette quantite par 5, la pre- 
miere equation donnera les relations 

a:=a!, ±b±d=±b'±d\ cti^c\ mod.^. 

On reconnait d'abord que ne pourrait avoir que Tune des valeurs o, ±: r, 

±1 CI, et que, dans le premier cas, a, b, c seraient respectivement egaux a a\ b\ c\ 

tandis que, dans le second cas, il faudrait, contrairement a la condition imposee, 

ou que a et c, ou que a' et c' fussent pairs a la fois. Dans le troisieme cas, on 

aurait 

dr:'2b=:Zf:2b' = '±:a = ±a'y 

ce qui serait en contradiction avec la convention ctablie relativement au choix des 
signes de b et de h\ Aprfes avoir ainsi prouv^ rimpossibiiite de I'equation 

a'(±:6±:rf)-f-a(q=ft'iFrf')r=o, 
on tirera de I'autre equation 

a'(±b±d)'ha[zf.b'q;:d')=p, 
los expressions suivantes de a\ b\ c\ 

a' z:^ na -- ^b -h $, 

9.b' -^ {mn — i)a — a/nfr -h c -*-(m — n)s^ 
c' = mc — ( mn — 1)5, 

oil Ton a ecrit, pour abreger, b au lieu de ±: 6, b' au lieu de zp b\ mei n etant des 
enliers posilifs, nuls ou negatifs. De ces trois equations on deduit enfin six rela- 
tions, qui n'ont pas ete obtenues sans difficulte, et qui constituent le point fonda- 
menlnl de la demonstration, en ce que, dans toules les hypotheses que Ton peut 






\ 
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faire sur les nombres m et n, il est facile de demontrer rincompatibilite de ces 
relations avec les conditioas auxquelles sont soumis les nombres a, 6» c, a\ h\ d . 
Ces six ^nations sont les suivanles : 

(c'— a')— m(a'-*- 26')-f-(m'-f-m)rt'-f-(a— 26) = (m— «-+- i)a, 

(a'— 26') -I- (m— i)a' -f- (c— rt)r-r n*, 

m(a' — 26')^-(c' — a')-f-(a— 26) -h (m»— m)(« — 26)-t-(/n* — m)$ 

= [m •— (/I — I ) ( m^ — m H- 1 )] a, 

(rt* — 26')-i-(e— 26— i)-f-(m— 2)(fl — ft64-«)-f-i==(/i— ij(5-f-a— ma)» 
(a'— 26') -}- wa'H-(c -^ 2/^ — i) -+- i ri-(/i -f- i)(a-r 5), 
(r?' — a')-f- (c — 26 — i) -f- /i(a -+- ms) -f- I :— (/n -f- 1) c*. 

Dans les premiers membres de ces equations, on a renferm6 entre parentheses les 
combinaisons des nombres a, hy c, a\ h\ c\ s^ qui, en vertu des conditions d*in^ 
galite, representent des valeurs non negatives. 

Le tbeoreme arithmetique que Ton vient de demontrer est susceptible, comme 
il est facile de le voir, d*une generalisation, en ce sens que, au lieu du nombre 
premier />, on pent prendre un nombre compost. On peut, en outre, tirer de 1^ des 
indications conduisant a une nouvelle deduction arithmologique des formules en 
question pour les nombres de classes, et ces indications paraissent d'autant plus 
importantes que la deduction arithmetique des formules en question, qui forme la 
premifere partic de la demonstration precedente, repose sur des considerations 
toutes difTerentes. J'ai porte, en eflet, mon attention sur la maniere dont Jacobi a 
demontre, dans le tome XII du Journal de Crelle^ Texpression qu'it avait obtenue au 
moyen des series {Fundamenta mh^, etc.^ p. 188], pour le nombre des decomposi- 
tions en quatre carres, et cela en transformant en quelque sorle les developpements 
analytiques en developpements arithmetiqbes. Par analogic avec cette methode, 
j'ai represente les nombres de classes des formes quadratiques de determinant 
negatif sous forme de coefficients d'un developpement, et j'ai donne quelques indi- 
cations de ce precede dans le tome LVII du Journal de Crelle. Mais je n'ai pas juge 
a propos de publier la suite de mes resultats, parce qu'alors j'etais bien parvenu a 
un nouveau mode de verification analytique des formules en question, mais je 
n'avais pas encore atteint le but principal, qui etait d*en douner une demonstra- 
tion arithmetique. Dans rintervalle, M. Hermite a public, dans une Note interes- 
sante {Comptesrendus, etc.^ 5 aout 18G1), quelques relations analogues, que je vais 
completer ici, en exposant celles auxquelles j'ai ete conduit, comme je viens de le 
dire, par la recherche d'une methode de demonstration arithmetique. 

Je conserverai, pour cela, toutes les notations et definitions dont j'ai fait usage 
dans le Memoire plusieurs fois cite [Journal de Crelle, t. LVII, p. a48 et suiv., el 
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Journal de Liouville, a* seric, t. V, p. 289 et suiv.), et je renverrai, dans ce qui va 
suivre, aux formules I a VIII de ce Memoire. Mais je supposerai que ces inemes 
formules ont ele transformees, de la maniere developp^e p. 25a (p, 296 de la tra- 
duction), par Temploi des fonetions V et G. 

Si, dans les formules I, II, V, on multiplie les deux membres respectiveincnt 

par y*'', 5^2"*, -(f^x si Ton ajoute ensuile les trois equations ainsi obtenues, et que 

Ton fasse la sommation pour toutes les valeurs de n et de m, on obtiendra, a Taide 
des expressions de X, 0, H^, donnces p. 252 et suiv. (p. 296 de la traduction), I'e- 
(juation 



2F(«)v"=^\/^-2^^(r*"---^<?" 



Les formulus I, III, Yl donnent pareillement 



(2) 



2F(«)g"=^v/,-^.2«(-9)- 



—/I 



q'-q ^ 



'/ 



—II 



les lettres q, K, kf, ainsi que les lettres kj 0, U, que nous emploierons plus loin» 
etant prises avec les memes significations que dans les Fundamenta de Jacobi. Les 
deux equations ci-dessus expriment d'ailleurs precisement les relations contenues 
dans les formules 1, II, III, Y, YI, en developpant suivant les puissances de q les 
sommes contenues dans les seconds membres. La formule lY pent se deduire 
comme consequence des equations (i) et (2), apres avoir tire prealablement de 
relles-ci les relations : 



? 

O It /K 

Au moyen du developpement de sin* am suivant les cosinus des multiples 

de X [Fundamental p. 1 10), la serie du second membre de Tequation (i) pent se 
mettre immediatement sous la forme d'une integrate definie, et, en introduisant 
les notations usitees. 
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on Irouve ainsi 



(3) 






Cette relation, qui est, par suite, identique avee I'equation (j), peut etre consi- 
der^e comme une definition de la fonction F(/i). La determination directe de I'in- 
tegrale donne aussi la signification arithmologique de F (n), et, entre autres 

maniferes, on peut effeetuer cette determination en remplagant sin' am par le 

carre du developpement en serie de sin am • Cette methodem'a conduit, apres 

diverses reductions et simplifications, a la demonstration arithmetique, dont j'ai 
parle, des formules I, II, Y, contenues dans la relation (3). De I'equation (3) on 
peut deduire toutes les formules de 1 a Yfll. En remplagant, en effete sous le signe 

d'integration, 3^2 (^) par -t=3i i^) col am > la formule (3) devient 

> Fffi)!/" = — r r« 1/ — n • / smam cos am B'i{x)cosxaxt 

et Ton en tire I'equation (2), en remplaQant, sous le signe d'integration, 

!iKx ^Kx 

sm am cos am 



TT TT 



par son developpement en serie. De meme, en substituant, dans I'equation (3), 
au lieu de 

« / X . , iKx 
i^a(^)sm'am » 

TT 

I'expression identiquement equivalente 

tAA^) = ' cos am • Aam ^i(^)» 

on trouve 

> Ff/i)//" \/ — — r — T'l/ — / cos am Aam ^i[x)cosxdxy 

A^ ^ ' ^ it: \ in v 27:' y ^^r j^ 7: tt ^ ' 

et Ton en tire la formule XI {Journal de CreUe, t. LVII, p. 253), en introduisant, 
sous le signe d'integration, le developpement obtenu par la differentiation de la 
formule (19)* p. 101 des Fundamenta de Jacobi. Ainsi se trouve confirmee la con- 

Annales scientifiques de rtcolc NormaU sup4rieure. Tome HI. 3q 
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jecture que j'avais emise a la fin de mon Memoire sur le nombre des classes differetUes 
des formes quadratiques, les huit formules se tirant toutes d*une seule formule par 
(les transformations analytiques. Mais, au point de vue arithmetique et algebrique, 
ees formules [voyez p. u5^ du Memoire) restent independantes les unes des autres, 
et contiennent explicitement toutes les nombreuses relations analogues que m'a 
fournies la theorie de la mtiltiplicatioa complexe deg fonctions elliptiques, y com- 
pris aussi toutes celles que M. Ilermite a donnees dans la Note citee plus haut. 
Dans une autre occasion, je d^velopperai ce point, ainsi que les autres indications 
contenues dans la presente Note. 
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SUR U MULTIPUCATION COMPLEXE 



DES 



FONCTIONS ELLIPTIQUES, 



Par M. KRONECKER. 



(Monatsbericht der Akademie der fVissenschaften zu Berlin, 1^6 juin i86a, p. 363.) 



Tradujt par M. HOUEL, 

PROFESSEUR A LA FACULTY DES SCIENCES DE BORDEAUX. 



Dans le cours de mes recherches sur les fonctions clliptiques pour lesquelles a 
lieu la multiplication complexe, j'ai ete conduit par Ic sujet meme ^ etudier prin- 
cipalement les proprietes arithmetiques des modules correspondants, pour appro- 
fondir la nature de ces remarquables irrationnelles num^riques. J'ai pu m'appuyer, 
dans ce travail, sur une th^orie nouvelle et generate des formes decomposables, 
dont je m'etais occupe peu de temps auparavant au point de vue le plus etendu 
possible, et dont j'ai retire tons les avantages que j'en attendais dans Tapplication 
a la question particulifere qui nous occupe. Comme j'ai dej^ annonce, au mois de 
juillet de Tannee derniere, les resultats des recherches en question, et que cepen- 
dant les travaux algebriques qui m'absorbent en ce moment ne me permettront pas, 
sans doute, d'ici a quelque temps, de developper devant TAcademie ces recherches 
dans toute leur etendue, je vais communiquer aujourd'hui quelques-uns de ces 
resultats, dont le sens et la portee pourront etre compris sans de plus amples 
explications. 

J'ai d6ja indique, dans le Compte rendu d'octobre 1857 (*), quelques proprietes 
de Tequation dont les racines sont les divers modules pour lesquels a lieu une 

multiplication des fonctions elliptiques par \ — n. J'y ai mentionne ce fait, que 



(*) Une traduction de cette Note a ^t6 ins^r^e dans 1« Journal de M. Uouville, 'i' s6rie, t. UI, p. uCS. 

(Note du traducteur,) 

39. 
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cette equation se decompose en facteurs correspondants aux divers ordres de 
formes quadratiques qui appartiennent au determinant — /i, et que le facteur qui 
repond k Tordre proprement primitif est decomposable a son tour en six facteurs, 
de degres egaux, dont les coefficients ne renferment que des nombres entiers avec 

le radical yjn^ et dont le degre commun est precisement egal au nombre total des 
classes de formes proprement primitives de determinant — n. L'etude speciale de 
ces equations partielles fournit encore une decomposition ulterieure de ces equa- 
tions en d'autres, qui correspondent a cbacune des espies de formes quadratiques; 
et, par la, la division des classes en genres, d^ja si importante pour la pure th^orie 
des nombres {Disquis. aritkm., art. 227), se trouve encore appelee, de la maniere 
la plus surprenante, a jouer son role dans une autre branche des Matbematiques, 
qui appartient aussi bien a TAIgebre qu'a I'Analyse. Le but principal de la pre- 
senteNote est d'expliquer brievement le caractere essentiel de cette decomposition 
des equations. 

Soient n un nombre positif impair, plus grand que 3, et N le nombre des classes 
de formes proprement primitives de determinant — n. Donnons, de plus, aux 
lettres x et q la signification qu'elles ont habituellement dans la theorie des fonc* 
tions elliptiques, et posons x^ =/;. II y a 6N valeurs diff^rentes de A, pour les- 

quelles la multiplication complexe par \/— n a lieu, et qui correspondent al'ordre 
proprement primitif des formes quadratiques de determinant — n, Ces valeurs se 
partagent en trois groupes de 2N chacun, les valeurs d'un memo groupe etant 
racines d'une seule et meme equation a coefficients numcriqoes rationnels; et si, 
dans les trois equations correspondantes, de degre 2N, on rend tous les coefficients 
entiers^ alors, dans Tune d'elles, le premier et le dernier coefficient seront egaux 
tous les deux a Tunite, tandis que, dans Tune des deux autres equations, le premier 
coefficient etant i, le dernier sera une puissance de a, Tinverse ayant lieu pour la 
troisieme equation. L'une de ces trois equations a pour racine la valeur coiinue 
de k qui repond a 

Soient maintenant p\, p^, p^,'>.ypy, les divers facteurs premiers du nombre n. 
L'equation en question, de degre 2N, se decomposera, par I'introduction de V^, 
V/>2-.., V/?v, en 2^ facteurs, dont chacun sera du degre 



(j)-«. 



Le degre de chacune de ces Equations partielles sera done, suivant que Ton aura 

n^3 ou ^i, mod. 4> 
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(igat au nombre ou au double du nombre Jes rormes quadratiques de delerminaiil 
— n, contenues dans un genre. Dans le second dc cesdeux cas, pour chaque vaieui- 
de k que donne I'equalion, elle admel aussi la racine i — k\ de sorte qu'il cxisle 
des equations en &{i — k), dont le degre est encore egal k une fois le nombre des 
claBses apparteaant a un genre. On peat done foroiuler aotre resultat conime il 
suit : 

Les modules singuliers pour lesquels a lieu la mulliplication complexe par \'— n 
sont determines par des equations en k oaenk{\ — k), suivant que n est ^'5 ou ^^ ( 
par rapport au module /\ ; les coefficients de ces Equations sonl forme's ralionnellemenl 
au moyen desracines carreer des divers faeteurs premiers de n, et leur degre est preci- 
s4menl egal au nombre des classes de formes proprement primitives, de determi- 
nant — n, (ippartenaul a un seal et mSme genre. 

Cette iiouvelle decomposition des equations d'oii dependent ees modules singu- 
liers des i'onL-lions clliptiques n'est pas seulement de la plus haute importance par 
la lumiere qu'elle jctte sur ta nature dc ces modules eux-memes, mais encore etie 
complete les applications, que j'ai rappelees plus haut, de la theorle des fonctions 
elliptiques aux formes quadratiques, les (heoremes arilhmetiques relatifs k la ilivi- 
sion en genres devant etre tires desormais des reclierches analytiques en question. 
II existe, en etTet, une dependance mutuelle parfaito entre ces equations parttelles 
et les diverses espfeces de formes quadratiques, de telle sorte qu'a chaque genre 
correspond une equation partielle determinec,*et a chaque classe de formes qua- 
dratiques renfermee dans ce genre, une racine determinee de cetle equation. Au 
genre principal, par cxemple. correspond I'equalion partielle qui admel pour 
racine la valeur de A ou de k{i — k) relative a q = e~^^", et I'on en d^duit les 
equations partielles correspondantes aux autres genres, en ehangeanl, d'aprts tes 

caracteres propres a ces genres, les signes des racines carrees dep,,pj p,. qui 

entrent dans les coefficients. 11 faut observer cependanl que, pour n — ^m-^-'i, il 
n'exislu point de caractere suivant le module 4. et que par suite, dans ce cas, il 
manque une determination pour les cbangements de signes. Cctte determination se 
trouve remplacee par cette regie, que le cbangement de +v" en — yn dolt se 
faire en meme temps que celui de A en i —k. On obtient d'ailleurs ties resultats 
tout a fait analogues pour les valeurs/iaiVvf de n, el aBn d'eclaircir par quelqucs 
exemples la decomposition des equations pour les diverses sortes de valeurs 

n^i, 2, 3, mod. 4, 

je donnerai ici les determinations relatives aux modules qui correspondent k la 
multiplication complexe par y — n. J'ai choisi a dessein, pour n, des valeurs des 
natures les plus diverses, parmi lesquelles il se trouve aussi bien des nombres pre- 
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miers que des nombrea composes, et, parmi ces derniers, des nombres contenant un 
facteur carr^. 

1^ n^^Hj mod. 4- 

Pour n---6, /r = (i -+- v^a)'(n- v'a -f- v''?)', 
n :-- lo, k :^ (i -h ^y (3 -h v^To)'. 

'>.** rtr ^:3, mod. 4- 

Pour /I - i5, 2'(uA — 0=:^ v^3(7 H- v/5), 

n --rz 39, a' { 2*' — I )' -+- a* v/3 (7 4^ 2 v/^) ( a* — 1) h^ ai (SV 3 ^71) = o, 
/?— 63, 2'(2A-— I )'-f- 8(7^/3-1-9 v/7) (2 A- — i)-+-v^3(i55 v/3-f- 109 v^)=o. 

3^ /IL ::i, mod. 4* 

Pour n — S, 4^(i-A^)--(2-f-v/5)', 

n r. i3. 4 A{i -- fr) ::= (18 -4- 5 v^j\ 

/I --49» axx' -f-4 f''' -+- 4 V^) ^>tx^-i- I "o; 

/I — io5, 4**('-- *•) — (3a — 2y)*(5 -f-ga-hiGp -+-4y + 7^7 n- i2a(i -f- 3a^y)», 

a, p» Y designant reapeclivemeot les racines carrees des trois facteurs premiere 
de io5,'c'esl-a-dire v3, \/5f V7« Dans la valeup dc A, donate pour n=2i, le 
signe -i- de v5 et te sigoe — de V7 correspondent au genre principaU c*est-i»dire 
a la determination a = i dans la relation 

— . logi^ ^ — t 

et en general, pourles quatre valeurs de k{} — k), les determinations des signer 

de v^3 et de v 7 se deduisent respectivement des signes de Legendre (- U (- U eii 

designant par \/3 la valeur positive et par v7 la valeur negative. De meme, pour 
n = io5, on mettra, dans Texpression de A (1 — A), pour «. p, 7, les valeurs nega^- 

tives de V^, v5, V7» si Ton veut avoir la valeur de cette expression correspondante 
a a = I . En designant ces valeurs negatives par a', ^', 7', on devra prendre alors, 
pour un nombre quelconque a, 



'-{!}-■ ?-a)^' r-w- 
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DaDS Ics cas de n = ar, 37, io5, te calcul des valeurs des modules par les me- 
tliodes algebriques ne serait guere praticable. J'ai obtenu ccs valeurs par une toul 
autre marcho, apres avoir prealablenient trouve la forme du I'l'suUat par la tlit-oiic. 
La decomposition des equations, que j'ai exposee ci-dessus. fournit un inoyen 
(J'arriver aux valeurs des modules par un calcul assez simple, surlout lursque k- 
nombre des classes appartenant a un memo genre n'est pas trop considerable. 
Ainsi, dans le cas de n — 21 , par exemple. des qualre valeurs de — -log^, connues 
d prion, j'ai tire les valeurs correspondantes de axx', calculees avec un petit 
aombre de d^cimales seulemenl; j'ai identitie ces valeurs. d'apres ce que nous 
venons de voir, avec une expression du la formo 

A ± B v'3 d: C v^ d: D v'^ , 

et j'en ai corclu facilemenl les valeurs, en nombres enliers. de A. B. C, D. La 
nouvelle melhoile que j'indique ici pour le calcul des modules pour lesquels a lieu 
la division complexe, et des coefficients des equations d'oii dependent ces modules, 
peut encore s'appliquer pratiquement k des valeurs de n plus grandes que io5: 
je me propose de faire eonstruire, par ce moyen, un tableau pour les nombres con- 

s^cutifs n = I, 2, 3, et de prolonger ce tableau aussi loin que possible. 

Une des questions les plus difficiles qui se soient presentees a moi au sujet de 
ces memes equations partielles est celle qui est relative 'a leur irreduclibilite. Pour 
des valeurs particulieres du nombre n, I'irreduclibilite de res equations est facile 
a etablir; mais pour arriver a une demonstration generale de cette prupriete, Ign 
raethodes connues et employees jusqu'a present ne suffisent plus, Cela tient a une 
circonstance tout a fait singutiere qui se rencontre dans les equations en question, 
et qui prouve encore une fois, comme je I'yi souvent repete, que les progies de 
I'Algebre et de ses metbodes ont toujours pour occasion des questions relatives ii 
des equations fournies par les aulres branches des Matliematiques, et, si je puis 
m'exprimer ainsi, ila sont causes par la diversite des phenomenes algebriques qui- 
presente I'Analyse dans ses developpements successifs. 

Les melhodes par lesquelles on a demontre jusqu'ici I'irreductibilite des equa- 
tions a coefficients nnm^riques s'appuient presque toutes sur la nature des facteurs 
premiers esscntiels contcnus dans le discriminant. Mais Ics discriminants des equa- 
tions partielles d'od dependent les modules correspondants a la multiplication 
paTiJ~n ne contiennent, k quelquos exceptions pres, aucuns nombres premiers 
comme facteurs esscntiels, mais seulemenl des unites. Ce n'est. il est vrai, que par 
I induction que j'ai trouve cette propriety romarquable de ces equations, et ]e n'ai 
I pu encore la demontrer geniralement; mais ce que je venais de constater suffisall 
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deja pour me faire renoncer k remploi des methodes ordinaires, et pour me faire 
rechercher d'autres moyens de demonstration pour I'irreductibilite des equations 
en question. J'y suis efTectivement parvenu, apres avoir determine, a Taide des 
principes de Dirichlet, le nombre de classes des nombres complexes formes avec 
ces modules. Par cette methode, ce n'est plus, comme dans les cas habituels, au 
commencement, mais seulement k la fin de la theorie arithmetique, que se trouve 
demontree Tirreductibilite de Tequation qui sert de point de depart, et Ton obtient 
en meme temps la demonstration de cette autre proposition, liee etroitement a la 
prccedente, que toutc forme quadratique proprement primitive de determinant 
negatif pent representer une infinite de nombres premiers. 

La theorie des nombres complexes dont je viens de parler, et dont j'ai acheve de 
trailer la plus grande partie, renferme, comme cas particulier, la theorie des formes 

quadratiqups a coefficients complexes, a-h b yj— w, et ainsi, entre autres resultats, 
se trouve r^tabli ce qui, selon toute probabilite, devait former le contenu de la 

seconde partie, non publiee, du Memoire de Dirichlet sur les nombres a 4- 6 V— i 
(Journal de CreUe^ t. XXIV). Cette theorie des nombres complexes renferme encore, 
comme autre cas particulier, la theorie des nombres formes par Textraction de la 
racine carree des nombres entiers. Je ne saurais entrer dans plus de details sur les 
resultats arithmetiques obtenus, sans m*ecarter du but de cette courte Note; mais je 
ne puis passer sous silence une consequence algebrique que Ton tire de la decompo- 
sition des equations en /t et en ^ ( i — A) , indiquee plus haul. V affection des equations 
partielles, dont les coefficients renferment les racines carrees des divers facteurs 
premiers de n, a, pour toute valeur du nombre n, une relation tres-simple avec la 
regularite du determinant correspondant, relation que, dans ma Note d*octobre 1 857, 
je n'ai pu indiquer que pour le cas oil n est un nombre premier. Le nombre des 
differentes periodes des racines est precisement egal a Texposant de Tirregularite, 
et Tequation partielle elle-meme, dans le cas 011 le determinant — n est regulier, 
devient une equation abelienne, en ce sens que les fonctions cycliques de ses 

racines sont des fonctions rationnelles de y^— 1 et des racines carrees des divers 
facteurs premiers du nombre n. On aper^oit ici quelle est encore, sous ce nouveau 
point de vue, la signification de la decomposition ulterieure des equations qui 
determinaient primitivement ces modules singuliers des fonctions elliptiques; et je 
vais maintenant, pour terminer, indiquer brievement la methode qui m'a conduit 
a ce resultat, et dont la decouverte m'a presente assez de difficultes. 

Le principe que j'ai applique est celui-la meme qui m'avait dejk servi k separer 
les modules d'apres les differents determinants des formes quadratiques correspon- 
dantes, et a etablir generalement les equations de degre N, mentionn^es ci-dessus, 

dont les coefficients ne renferment que v^, et dont les racines sont toutes expri- 
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mables en fonctions rationnelles d'une seule d'entre elles et de coefficients entiers 
de la forme a + hi. Dans Tequation 

a laquelle satisfont ies divers multiplicateurs de la transformation du n'"'"" ordre, 
et dont Ies coefficients sont des fonctions de nombres entiers et de x^ = k^ rem- 

placons le multiplicateur jui par la valeur v^/i. Comme Tequation modulaire de la 
transformation du n***^ ordre, 

devient, par la substitution de la valeur X^= i — x^, Tequation 



qui donne Ies valeurs de k pour lesquelles a lieu la multiplication par v~-* '^^ 1^ 

facteur commun aux deux fonctions f (v/n,A) et t|/ (i — k^ k) contiendra precise- 

ment Ies valeurs de k pour lesquelles le multiplicateur est egal a yjn. Toutes ces 
quantites k sont done liees entre elles par une equation dont Ies coefficients ren- 

ferment vn? et non-seulement on isole, de cette maniere, Ies valeurs de k corres- 
pondantes aux formes quadratiques de determinant — n, mais encore on s^pare 
Tune de I'autre, pour n ^ 3, mod. 4> Ies deux especes de couples de modules com- 
pl^mentaires, et pour n^i, mod. 4» l^s deux especes de modules pour lesquelles 
Ies formes quadratiques correspondantes se distinguent entre elles par leur carac- 
tere relatif au nombre 4- 

Pour parvenir a la separation generals des genres, et par suite a celle des 
formes quadratiques de caract^re oppose par rapport a un aombre premier/', fac- 
teur de rif il s'agissait maintenant d'etablir une Equation en k^ dont Ies coefficients 
continssent la racine carree de /?, et cela de telle maniere que le signe de cette 
racine fut determine par le caractere des formes correspondantes aux diverses 
valeurs de k. Pour obtenir une semblable equation, on fera usage des considera- 
tions suivantes. En designant par p un nombre premier impair, et par X un 
des modules qui se deduisent de k par une transformation d'ordre p, et posant 
de plus K^ = k, X* = /, il existe, comme on sait, entre / et ^, une equation de 
degre ^ -t- 1 , a coefficients numeriques entiers. La racine carree du discriminant de 
cette equation est, comme on le voit aisement, une fonction de ^ a coefficients 

entiers, multipliee par V — /^» oil Ton doit prendre le signe sup^rieur ou le signe 
inferieur, suivant que Ton ^p^i ou ^3, mod. 4- D'aprfes cela, pour Tequation 
de degre p, dont Ies racines sont/? des modules transformes, savoir, /o, /..... /p-o 
et dont Ies coefficients sont des fonctions rationnelles du {p-+- 1)'*"" module trans- 

JnnaJes scienti/iqttes de VEcole Normale supirienrt. Tome HI. 4^ 
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form^ /' et d« k, la racine carr^e dii discrimiaunt, abstraction tiitc du fac- 
leiir \ :±i/'f devicndra uiic ronction rationncllc dc it et de /', de sorte qo'il exisle 
une relation de la forme 

Si ['on prend pour la valeur de i une de relies pour lesquelles a lieu la mulliplica- 



lion complexe par \ — n, et que I 
viileurs de /, il y en aun une. et u 



Ton ait n^o, mod. p, alors, parmi les ^ -*- i 
e seiile, qui fera egalement parlie de ces m^mes 
valeups. En la d^slgnanl par /', /' pourra elre mise sous la forme d'unc fonclion 
ralionnelle de k et de \n, et I'equation en U. /..-■-. Ip-, sera telle, que ses coeffi- 
i^ients contiendronl rationnellement les senles quanlit^s it et ^ n. Celte equation 
est maintenani, dans le sens relalif, une ^-quation abelienne, comme cela ressorl 
imniL^diatemenl de ce qui a elt> dil pins liaul. un ayanl egard a re que les racines 
donnent en m^me temps des valeurs du module pour la Qmltiplicalion par v' — np'. 
Done ehacun des ~ Ip — %) produits 

est une fonction mtionaelle dcs quanlites ^, \ n et > — i . De 1^ resulte aussi, en 
s'appuvant sur la forme du discriminant indiquee plus haul, une equation en i 
dont Ivn cueflieientfi, outre \ n et v' — '• conlienneutv ~ p. el, en I'etudiani de plus 
pres, on reeoiinait que ia m4me t-quation i-oiilinue de aultsititer pour tuutes letf va- 
leurs d(> k rorrespondantes k la multipliealioo par v — "• de telle tuorte loiitefois 
que. pour la mnilii'- de res vulcurs, il faut clian^er le si(;ne du prodoit n. et par 
suite relui de v =/'■ Ce diangcmenllni-merae depend du carartere par rapport a/> 
lie la forme relative au module r.orrespnndanl, si bien que, pour les valeurs de il 
auxquelles repirad un tneme cararti*re dcsfonnes correlatives de delenntnanl — ». 
il faut conserver a v — ;> Ic mt^me signc, et, pour le:> autres valeurs, remplaccr ee 
nigne par son oppose. Alors il nc rcste plus qu'a faire voir, par des eonsidera lions 
simples, que la raeine carrie de — i disparait des coefficients de I'^qualiou en k, 
pour en eonclurc la forme que nous avons indiqure pour les Equations parlielirs 
qui repp^seftlenl separement cliaque genre de formes quadraliques. Le developpe- 
menl sptVial de la in^tbodeen question est seulement rendu un peu long par la 
n^ceasitA 0(1 Ton est, pour d^montrer la verity de I'equation, d'employer la compo- 
sition des fiirmes quadraliques pour loules les valeurs dei ou pour la mnitie de ee« 
valeurs. Opendant h tlieorie de la multiplication romplexe fouroil pour .-el objet 
quclqucs points de vue simples et nouveaux, comme je le ferai voir dans la suite, 
en fxpouat corrrplfttefflent eette th^orie. 
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Je vais donner ici quelques indications sur les methodes employees pour cet 
objett et faire connaitre en mSme temps ceux des resultats obtenus qui peuvent se 
representer par des notations simples. 

Soient P et Q deux nombres impairs positifs, sans facteurs carrfe, et dont le 
premier soil plus grand que Tunite; supposons, de plus, que Von attribue aux 
lettres /w et n suecessivement toutes les valeurs enlieres et positives, premieres 
avee 2Pet aQ respectivement. La valeur-limite que prennenl les deux series 






pour p =o, r^sulte immediatement du Memoire de Dirichlet iiis^r^ atix tomes XIX 
et XXI du Journal de Crelle. On a, d'apr^s cela, 

en posant P.Q = D, et designant par H (— Q), H (P) les nombr.e$ respectifs <i«s 
classes de formes quadratiques proprement primitives de determinants — Q et P, 

4o. 
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et par T et U les plus petits nombres pour lesquels on ait 



p-P.U» = i. 



II faut observer encore que Ton devra prendre H (— i) = — 

Dans le cas oil D est sans facteur carre et de la forme 4 v + 1 1 le produit de ces 
deux series, ou, ce qui est la memo chose, la serie double 



22 (^) (^) 



pent se transformer en 



-'-(J)i-2[s]22^ 



Dans cette formule, on devra faire R egal a P ou k Q, suivant que P sera ^ i 
ou ^ 3, mod. 4> I^ premier signe de sommation se rapportant a toutes les formes 
proprement primitives non equivalentes (a, 6, c), de determinant — D; le 

signe 1^ designant le caractere de la forme correspondante pour tons les facteurs 

premiers de R, de sorte que Ton a 



K=(9 



lorsque (a', b', (/).i^ UAe fdroie equivalente k (a, b, c) dont le premier coefiicieni 
a' n'a pas de facteur commun avec R; et enfin les deux derniers signes de som- 
mation s'^tendant a toutes les valours entiferes, positives et negatives, de x et dey, 
a Texception dujseul.syst^me de valours a; = o, j^ =: o. 11 vient, d'apr^s cela, 

^.HX-Q).H(P).log(T + Us/P) 



= h-(s)!-p=o225;[ft]r;;^ 



(flJP* 4- 2bxjr -+- cy'y "^ P 



Pour d^teraiiner la valeur-limite du second membre de cette equation, cher* 
ehons la valeur de 

pour le cas oil a, t, a, b, c sont desquantites reelles quelconques, satisfaisant tou- 
tefois k la condition 

ac— 6» = D>o. 
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Cette valeur se trouve exprimee de la manibre suivante,:,,. 
en representant par i^(z, o)) la serie 



/I=r -hOO / I \' 

I « 4-- ) fiwrt -t-(an-+-i)ajT« 



/ir= — GO 



et par y la derivee de celle serie par rapport a z, et posant, pour abreger, 






a a 



Au moyen de cette expression, qui sert de base a toutes mes recberches sur ce 
sujet, on trouve que la valeur de la difference 



^2d / ^^1 _L_ o A^-w. _1_ ^^2\» -^ P ZdZd 



- > 



(a, 6, c), (a', fr', c/) etant deux formes differentes, de determinant — D, a pour li- 
mite 



.2JL \m(^ y[o,a>\).y(o,a); )\ 



av^D \a'sld 

p conyergeant vers zero, et w',, w^ 6tant desquantit^s fonn'^6en a', f, c', comme 
ci)i, c«)a le sont en a, ft, c. En consequence, on a, pour D^i, mod. 4f T^quatioa 

H,-0,.H,P,,tog(T.U« = |j,-(i)J2[j],.g_-l^^, 
dont le second membre, d'aprea ce qu'on a vu plus baut, est 6gal'^ 

a^jfal. ay/a 

a-^LpJ ^*i^'(o,w.).i^'(o,a),)' 

lorsque P^i, mod. 8, et au triple de cette valeur lorsque P^ 5, mod. 8, tandi^ 
que ce second membre devient egal a 



a-iLQj ^*^(o,&).).y(o,w,)' 



lorsque Q^7, mod. 8, et au triple de cette derniire valeur lorsque Q^3, 
mod. 8. Dans toutes ces formules, les sommations doivent Stre ^tendues a un sys- 
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teme quelconque de formed noti equivalientes, Ae (fi^terrmioant — D, et le facteur 

H(P).iog(r^uv^p), 

dans le premier membre de I'equation pr^cedente, peut, d'apres Dirichlet, etre 
remplace par une expression formee au moyen des racines (4P)'**"" de Tunite. 
Do meme, la valeur de 

H{-.Q).H(P).log(T4.Uv^) 

pent, a Taide de la formule precedente, s'exprimer au moyen des fonctions ellip- 
tiques, pour toutes l«s autres formes des nombres P et Q, et m^me dans le cas oii 
ces nombres auraient un facteur commun. 

En remarquant que, pour les formes rtduites (a, 6, c), on peut, avee une cer- 
taine approximation, se contenter de prendre le premier terme de la scrie :^(o, («)), 
on voit aisement que la vateur de 

H(~Q).H(P).log(T^Uv^P) 

a pour expression approchee 






{l)|-2[l](^-«-). 



la sommation s*etendant a toutes ie^ valeurs a des premiers coefficients des diverses 
formes reduites. On obtiendrait sans peine une plus grande exactitude, en pre- 
nant quelquos termes de plus de la serie 3-'; mais la premiere approximation que 
nous venous d'indiquer est deja d'un haut interet, parce que, d'une part, elle per- 
met, de la maniere la plus simple, de se faire une idee de la grandeur des nom- 
bres T et U, et ^ue, d'auti^ part, elle donne quelques renseignements sur le par- 
tage des nombred ^ ei^tre left Jiffef entes especes. 

Pour eclaircir par quelques exemples cette relation si remarquable de ces deux 
expressions num^riques reposant sur des definitions efnti^rement difT^rentes, pre- 
nons d'abord les cas suivants : 

Pz=.D:=5, PirzD=:l3, P = D == 87 , 

oil les valeurs numeriqued correspondantes, 

2-f-\/5, i8-h5/r3, 883-hi45v/37, 

sont representees approximativeitient par les valeurs de la meme expression 
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Comme autre ^exemple, les $olutioQs foiidanQeotaleB de l*«quaiion 

(lan8 le cas de P = 1 7 et de P = 97, e'est*k-dire lea valeura 

4 -^ V^ » 56o4 4- 569 V97 » 
sont exprimees approximativement par les formules 

9 49 

en faisant encore Q == 1 dans Les formules precedentes. 

EnQn, pour D = 85, suivant que Ton prend Q = i, 5 ou 17, on Irouve pour les 
solutions fondanientales des equations 

c'est-a-dire poor les valeurs 

les expressions approchces 



y/5 



Tt e » — =r^ t ti 



Les diverses formes que Ton obtient de cette maniere pour une seule el meme 
solution de I'equation de Pell (comme celle que Ton vient d'obtenir, dans les 

exemples precedents, pour 4-+- v''7) donnent lieu ^ un grand nombre de remar- 
ques interessantes. Mais les consequences theoriques qui decoulent des resultats 
precedents sont bien plus importantes. Oo y decouvre non-seulement une liaison 
surprenante entre les formes quadratiques correspondantes a deux determinants 
opposes; mais, de plus, on apergoit encore ici cette decomposition des equations 
aux modules singuliers, qui formait I'objet principal de la Note que j'ai presentee 
en juin 1862. Cette meme decomposition a fait reconnaitre aisement la possibilite 
de representer, au moyen des modules singuliers des fonctions elliptiques, certcUnes 
solutions de Tequation de Pell. Mais, pour obtenir la relation interessante qui 
existe entre cette decomposition et la solution fondamentale correspondante, il 
nous a fallu faire usage des methodes de Dirichlet, auxquelles I'Arithmetique 
transcendante doit tantde beaux resultats, et qui se montrent encore ici tellement 
fecondes pour TAIgebre. En effet, la nature algebrique des expressions 5 intro- 
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duites dans les d^veloppements precedents est d'une haute importance pour la 
theorie des modules singuliers des fonctions elliptiques en g^n^ral, bien que, dans 
certains cas parliculiers, ces expressions puissent etre remplacees par ces modules 
eux-memes/ II nous sufdra de citer comme exemple une des formules qui ont lieu 
pour D = 8/1 -h 5, 

ar. 

dans laquelle a ei ^ designent tons les nombres moindres que D, pour lesquels on 
a respectivement 

(o)— • (I) — 

tandis que le signe de produit du second membre s'^tend a un sixieme ( con vena- 
blementchoisi) de tous les modules x pour lesquels se fait la multiplication com- 

plexeparV— D. La liaison caracteristique des deux theories algebriques diffe- 
rentes, qui etait contenue dans tous les resultats que nous avons indiques jus- 
qu'ici, ressort de la maniere la plus evidente de cette formule particuliere, qui 
donneune relation immediate entreles racines de Tunite et les modules singuliers 
des fonctions elliptiques. 
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QUI SE PRfeSENTE DANS LA QUESTION 

DES 

LIGNES ISOTHERMES PERMANENTES, 

Par M. a. PIC ART, 

PROFESSEUR AU LYC^E CHARLEMAGNE. 



1. Lorsqu'on se propose de trouver dans un corps solide homogene indefmi, 
echauiTe primitivement d'une manierc quelconque, un systeme de lignes le long 
desquelles la temperature reste constamment uniforme pendant toute la duree du 
refroidissement, on est conduit a resoudre le probleme suivant : 

Determiner la forme de deux fonctions a et ^ de x. y, z, par la condition que les 
cinq quantites 

fdaV (day fdaV 

jdad^dad^docd^ 
dx dx dy dy dz dz * 

rf'a rf'a rf^a 



/ 



dx^ dy^ dz^ 

^^^^^ 
^ dx^ "^ dr^ "^ dz' ' 

ne dependent que de ex et ^ ( * J . 



(*) La solution qui va suivre est extraite textuellement d'un M^moirc que j'ai envoy^ avant ie i*^juille( 
1 865 au concours ouvert par rAcad^mie des Sciences sur la question des lignes isottwrmes permanentes. 
On peut lire dans le Compte rendu de la stance annuelle du 5 mars i8G6 le jugement port^ sur ce travail 
par le Rapporteur de la Commission. Seulemenl je dois ajoulcr ici que lorsque j abordai la question |)os^o 
par TAcad^mie. jc la croyais compl^tcment neuve et que j*ignorais Texistenre de tout travail sur le momo 

j4nnole$ wientifiqnes dc VF.cole Nonnalc supcrieure. Tome HL ^ I 
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2. Si Ton pose 

(2) a=/.(^,r,2) 

el qu'on regarde a et |3 comme deux parametres variables, ces deux equations re- 
presentent deux families de surfaces. 11 s'agit done de chercher quelle doit etre la 
nature de ces deux families de surfaces pour que les cinq quantites (i), que nous 
designerons par A*, A*, g, p, q^ soient des fonctions de a et ^. 

3. Si Ton considere deux surfaces du systenie(a), correspoodant a deux va- 
leurs infiniment voisines a et a + e/a du parambtre, la quantite A, en chaque 
point de la surface ol, est egale au quotient de den par la portion de normale com- 
prise entre les deux surfaces. De meme, la quantite k^ relativement aux surfaces 
infiniment voisines jS etjS -f- rf/3, est, pour chaque point de la surface ]3, en raison 
inverse de la distance des deux surfaces en ce point. 

Quant a la quantity g^ on sait que Tangle sous lequel se coupent en chaque 
point de leur ligne d'intersection deux surfaces des systemes (a) et (/3) a pour 

cosinus •^• 

D*apres cette signification geometrique des trois quantites K g^ ^'» on voit 
d'abord que les deux families de surfaces {a) et {^) doivent Sire telleSy que deux sur- 
faces quelconques de systeme different se coupent partout sous le mime angle ^ et que le 
long de chaxjue ligne d'intersection^ la distance de Vune ou I* autre surface it la siw- 
face infiniment voisine reste constante. 

En combinant ces deux conditions, oh demontre facilementquecA^ca/irfe^ deux 
systemes de surfaces determine sur une surface quelconque de V autre systeme une serie 
de courbes paraUeles qui^ d'aprfes un theoreme de Gauss, ont pour trajecioires ortho- 
gonales un systeme de lignes geodesiques. 

4. Poursuivons les consequences de cette double condition. 

Rappelons d'abord que si Ton a deux systemes de lignes {x) et {y) decom- 
posant une surface en rectangles infiniment petits tels que aa'b'b [fig. i), la varia- 
tion di de Tangle sous lequel une ligne quelconque 9 coupe les lignes d*un sys- 
teme est exprimee par la formule 

, , , ,, dv dx dy 

(4) di— -^ 

pr px pjr 

oil dxy dy, dv representent les elements aa\ ab^ ab' des lignes .r, j, v et p^:, p^., p^ 



8ujet. Ce TiVi cpi*au moi9 de decembre iS^que j'eas connaisBance d'ua M6moire de M. Bertniixl touchant 
cette question, public dans le Jownat tie M, UownUe {\^ g^rie, t. XIV), sous le titre : Sur les simpUfi^ 
cations que peuvcnt apporter ties changements de coortionn^es dans les ijuestions relalives au momremeni 
dr la chfdeur, et o(!i se trouve une premiere solution tr6s-^l^nte du probltoe qui fait Tobjet de cet artirlc. 
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les rayons de courbure geod^sique, pria avec un signe coovenable, de ces trois 
ttgnes, en leur point d'intersectioD a. 




CoDsideroDs luaintenaot une sine de surfaces infiDimeDt voUines du K^sleme (a), 
qui coupeat i'une des surfaces (j3) suivant les ligaes parall^les u, u', u", etc. 
i^g. 2). Suit, sur la surface ^, une ligne geodesique i* coupant orthogonalement 
ces courbes aux points a, b', c", etc., et imaginons sur les surfaces (a) les ligneti 
geodesiques^, y', y", etc., respective ment perpencliculaires ^ u, u', u', etc., aux 
points a, b', c", etc. ; ces lignes peuvent §tre coosiderees comme appartenant a une 
rertaine surface 7. Soient x, x' deux trajectoires orthogonales de ces lignes, pas- 




sant par a ct b', el aa\ bb' les ^Uments de ces trajectoires compris entrc y ci y'. 

Si Ton designc par i et i + di les angles que forme la ligne v avec y ef y'; par p^, 

Dy, py les rayons de courbure g^od^sique des lignes x, y, v au point a, on aura, en 

appliquant la formule precedente, 

,_, ,. ab' ad ab 
{5) di — 

p. p. Pr 

Remarquons tout de suite que p^ et p^ sont les rayons de courbure proprenient 
dits des deux lignes j etf, car les plans osculateursde ces lignes sont norniaux a la 
courbe u en a, et, par suite, se confondent avec le plan tangent en a Ji la surface y. 

41. 
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Examinohs ce que devient cetie relation (5) lorsque le point a se deplaee sur 
la ligne d'intersection u des surfaces a et |3. 

D'abord di reste constant, puisque les deux surfaces a et a -+- rfa coupent res- 
pectivement la surface |3 sous des angles qui demeurent invariables tout le long 
des lignes u et u'; aa* reste aussi constant, puisque c'est la distance, en a, de la 
surface a k la surface infiniment voisine a -h da, et que cette distance ne change 
pas le long de la ligne u; en outre, de Tinvariabilite de i et de aa' resulte celle de 

ab et ab'. Quant a la courbure geodesique — de la ligne x au point a, on sait qu'elle 

est egale, au signe pres, a — , , ; et,cominerelement66\ qui est la distance en /^' 
des surfaces a ei a -h da, reste aussi constant le long de la ligne u\ on en con- 
clut que la quantite — est elle-meme invariable. 

Les seuls elements qui, le long de la ligne u, pourraient varier dans Tequa- 
tion (6), sont done py et p^. Mais, si Ton remarque que Ton pent formet', relative- 
ment aux deux surfaces |3 et ]3 -h rf|3 et a la surface a, une seconde equation ana- 
logue a (5), dans laquelle entrent p^ et p^ avec d'autres Elements qui restent con- 
stants le long de M, on en deduira que les rayons de courbure des courbes y et r, 
au point a, demeurent eux-memes invariables sur tout le parcours de la ligne u. 

Ainsi, le systeme de lignes giodesiques qui coupe orthogonalement toutes les cour- 
bes paralleles suivant lesquelles chaque surface d*un systeme est rencontrie par les sur- 
faces de r autre systeme, jouit de cette propriete que le long d'une trajectoire orthogo- 
nale quelconque, le rayon de courbure de toutes ces lignes a une valeur constante. 

Voila done deux consequences importantes deduites de la condition que lestrois 
quantites A, g, k soient des fonctions dea et/3, savoir: i° les lignes suivant les- 
quelles chaque surface d'un systeme est rencontree par toutes les surfaces de V autre 
systeme ont pour trajectoires orthogonales un systeme de lignes geodesiques; 2® le 
rayon de courbure de ces trajectoires orthogonales conserve une valeur constante le 
long de chacune des lignes d^ intersection. 

5. II reste k exprimer que les quantites /> et 9 ne dependent elles-memes que 
des parametres a et ^. 

On sait que si Ton a une famille de surfaces representee par I'equation 

la somme des courbures principales-i -7 ou la courbure sph6rique d*une surface 

quelconque de ce systeme, en un point, est liee aux quantites h Qi p par la for- 
mule 

ia\ I \ dh p 

r r da n 
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dh etant la variation que subit la quantite A, lorsqu'on passe d'uo point de la sur- 
face a a la surface infiniment voisine a + c/a, suivant la direction de la norniale 
en ce point. 

Cette formule a ete donnee pour la premiere fois par M. Lame dans son remar- 
quablc ouvrage intitule : Legons surles coordonndes curviUgnes et leurs diverses appli- 
caiionst § XXY, p. 43* Mais la maniere dont Tillustre geomHre la deqouvre s«m- 
ble impliquer que les surfaces (a) fassent partie d'un systeme triple orthogonal. 
II ne sera done pas inutile d'en indiquer ici une demonstration directe. 

Si Ton pose, pour abreger, 

dx~-^' dx~^' dz ^' 

^^^ ^-d^^-^' dp-^' ^-"' 



dy^dz dxdz ' dxdy 

Tequation du second degre en ^, qui donne les deux rayons de courbure princi- 
paux de la surface a au point x^ y^ 2, est 

(8) ) 4-2QR(Q"R-'— P'P'')4-2PR{P''R^~Q'Q")-f-2PQ(P''Q - R'R")]p^ 



( 



4- A(A'/? — P'P'— Q'Q'- R'R'- 2QRP''- 2PRQ"-- 2PQR'')p h A' o. 



La somme des inverses des racines de cette equation est egale k 

Or, lorsqu'on passe de la surface a a la surface infiniment voisine a -f- da, sui- 
vant la normale a la premiere surface, les coordonnees Xy y,z subissent des ac- 

croissements representes par -j^» ^T"' "T^' P^^ suite, on trouve pour la varia- 
tion dh de la quantite h 

iloL [ P (PF4-QR^-t- RQ0 4-Q(PR^4-QQ -^RP^)-4-R(PQ^-^QP^-^ RR )] 

A» 

ou 

flfatPP'-f- Q*Q'H- R»R'-h 2QRP'^H- aPRQ'^-l- 2PQR") 

A» ' 

done la somme des courbures principales de la surface est bien egale a ^ v- 

6. II resulte de la que la courbure spherique des surfaces (a) et {|3) doit etre 
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constante le long de chacane de leurs lignes d'intersectioii. Mais la somme des 
courbures de deux sections normales rectangulatrest en un point d'une surface^ 
est constante autour de ce point. On pent done dire que la somme des courbures 
des sections normales menees, en chaque point, suivant la ligne d*intersection de 
deux surfaces a et ^ et la ligne geodesique qui \m est perpendieulaire sur chacune 
de ces surfaces, doit rester invariable; et comme d^ja la courbure dans le sens de 
la ligne geodesique est constante, il en doit dtre de m6me de la courbure dans le 
sens de la ligne d'intersection. 

Ainsi lesdeux systimes de surfaces (a) e/ (|3) sont teb^ que la courbure des sections 
normales 9 menees tangentieUement a leurs lignes d' intersection ^ est constante le long 
d'une mime Ugne, 

7. Considerons la ligne d'intersection u de deux surfaces a et /3 ; comme, d'une 
part, ces surfaces se coupent partout sous le meme angle, et que, d*autre part, 
leurs sections normales, menees tangentieUement a la ligne 119 ont une courbure 
constante le long de cette ligne, on en d^duit ais^menti par le theoreme de 
Meusnier, que le rayon de courbure de la ligne u est constant, et que son plan oscu- 
lateur fait partout le meme angle avec chacune des deux surfaces. 

On pent done dire que toutes Us surfaces d'un systems determinent sur une sur- 
face de r autre systeme une serie de lignes ^'egale courbure cioDi^iQUE. 

8. Nous allons maintenant demontrer que lorsque, sur une surface^ un systeme de 
lignes d'egale courbure geodesique a pour trajectoires orthogonales un systeme de 
lignes geodesiques^ la courbure de la surface est constante le long d'une ligne quel- 
conque du premier systime ( ' ) . 

Soient, en effet, [u) une s6rie de lignes d'egale courbure geodesique, et [v) le 
systeme de leurs trajectoires orthogonales. D^signons par du et iv les elements 

respectifs des deux lignes u et r, et par — la courbure geodesique de la ligne u. On 

sait que, dans le passage de la ligne u a la ligne infiniment voisine u\ la variation 

d.du At I'element du (sans avoir egard au signe) est ^gale }idu.iv.— Comme dv 

P" 

et — sont constants le long de la ligne u, on en conclut deja que les variations suc- 

■ M I ■ .. . ■ . , , , , : 

(*) Une pareille surface est applicable sur une surface de revolution. On peut, en effet, ^noucer le thto- 
reme suivant : Toute surface, sur laqucUe U existe un systeme de lignes d*egaie courbure geodesique ayant 
pour trajectoires orthogonales un systeme de lignes geod^siques y est necessaircment applicable sur une 
surface de revolution. A Taide de ce theoreme on reconnait imm^ialement que les surfaces h^li^oidales 
sont applicables sur des surfaces de revolution, comme Ta d^montre, pour la premiere fols, Edmond Bour, 
dans son beau Memoire sur la deformation des surfaces; car onvoit tout de suite que les helices d6crites 
par les difr^rents points du profil g^n^rateur sont des lignes paralleles et pr^sentant sur toute leur ^tendue 
la m^me courbure geodesique. 

On pourrait d'ailleurs d6duire de ce theoreme un moyen de former requation generale des surfaces 
applicables sur les surfaces de revolution. 
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tessives de I'clemeiU du eiiure deux trajectoires ortliogonalcs coasiculives sunt les 
mumes d'tiiie trajecLoire a I'aulre. Or, e.a appelant r, r' \es rayons de euurburt- 
|trinoipaiix de la surface, on a. d'ajires Gauss, 






dn 



dwQc rr' est conslanl le long de eJiacune Jes ligiies [u). 

9. Rtiverioiiii aux deux syslj^ines de stirfaces («) et {^), LcU>ng de la ll^ne d'iii- 
lerseclion u de deux surfaces de sysleme different, la soinme des iuverscs des 
rayons de courbure prinripaux de cliacune des surfaces esl conslanle, ainsi que le 
produit dc ces rayoiis; par suite, cliacun des rayons de courbure est lui-meme lii- 
variable. D'aillcurs, la courbure de 1& seetitMi normale nisoee tangf^fiLielk'ineBt a 
la ligne u est consliinlo. Done, cetle ligne ti /ait parioui U fft^a^ ang^ ^ypc Ips lignes 
de courbure de chaque surface. i ■ , 

Designons par E Tangle constant qu'etie lorme, sur I'une des sili'fut'cs, avec lu 
.section principale de rayon r. Sa torsion geodt-sique, par rapport a,^etlc sut'fa('«, 
L-st, d'jipres une foriuule de M. Bertrand, rcpresoutee, au signo pit-s, par , , 

Elle esl dom; constanle. Par suite. Ic systeme dti lignes gcudiie^es {y) qui coupe 
orthogoniilenient la Ugue u a la nieiiie torsion geodcsiquc le long de cette ligne. 
Or, on sail que generalenienl I'angle de torsion geodrsiqae d'uoe ligDR tracec sur 
une surface est egaie a son angle de torsion proprement dile, diiiiinu^ de la varia- 
tion de Tangle que Tonne son plan osculateur avec la normaleii la surface: que, 
par consequent, pour une ligne geodesique, la torsion geoJcsique n'est autre que 
la torsion absolue. Done let lignes geodi'siques [v] onl la m^nie torsion le long de la 
ligne u. Nous avons deja reconnu qu'elles onl la meuie courbure: eltes onl d'ail- 
Icurs Ic memc element c^v compiis cnlre deux Irajfctoires ortbogonnles consecu- 
tives. Des lors, nous pouvuns coiiclure, en derniere anahse, que loules ces lignes 
sorU des cowbes supf-RPOSadles. 

Les surfaces [a) el {^) peuveiU done ftre considerees comme engendrees chacune 
par une Ugne qui se diiplace, sam se deformer, dc manidrc (fu'a chaque instant {'ele- 
ment de irajectoire de cMacun de ses points soit normal a son plan osculaleur en ce 
point. 

to. Pour Tetude de ccHe generation il y a deux cas a dislinguer : 

i" Im ligne mobile est plane. 

Les elements de tiajectoire des differenls points de celtc ligne devani etre nor- 
maux a son plan, on voit sans peine que le doplacemetit de ceUe ligne, a ehaquc 
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inslaot, doil etre produit par un mouvcment de rotation autour d'un axe situe 
dans son plan. II en resulte que, dans ce cas, on devrait regarder chacune des sur- 
faces (a) et (/3) comme engendree par un profit, de forme quelconque, qui se 
meut en tournant a chaque instant autour d'une droite de son plan, c'est-a-dire 
oonime une surface moulure relative a une surface developpable quelconque; et 
que, pour se representer ensemble les deux systemes de surfaces (a) et (|3), il 
faudrait imaginer dans un plan deux systemes de lignes dependant de deux para- 
metres (a) et (6), et supposer que ce plan roule sans glisser sur une surface de- 
veloppable quelconque; les deux systemes de courbes (a) et [b) engendreraient 
les systemes de surfaces (a) et (/3). 

Mais il est facile de reconnaitre que ce double systeme de surfaces moulures re- 
latives a la meme developpable se reduit ici a un double systeme de surfaces de 
revolution autour d^un mime a^e. 

En effet, remarquons d'abord que le profil d'une surface moulure est dans 
toutes ses positions une ligne de courbure d'un systeme de la surface, et que les 
trajectoires des differents points de ce profil constituent les lignes de courbure de 
Tautre systeme. Or, le rayon de courbure de la surface, le long de cbacune de ces 
trajectoires, doit etre constant, d'apres le n** 6; la surface a done Tun de ses rayons 
de courbure constant le long de chaque ligne de courbure d'un systeme. II en re- 
sulte que les normales \ la surface, menees le longd*une meme ligne de courbure de 
ce systeme, se coupent en un meme point, que, par suite, la surface est I'enveloppe 
d'une sphere mobile, et que le systeme de lignes de courbure form6 par les trajec- 
toires est circulaire, ce qui ne pent evidemment avoir lieu que si le profil tourne 
constamment autour d'un meme axe situe dans son plan, c'est-a-dire engendre 
une surface de revolution, 

7? La ligne mobile est a double courbure. 

On sait que tout deplacement infiniment petit d'une figure pent etre produit 
par un mouvement heligoidal infiniment petit, c'est-^-dire par une rotation infini- 
ment petite autour d'un axe qui glisse infiniment peu sur lui-meme. La genera- 
trice doit done etre telle, que, par un pareil mouvement, chacun de ses points de- 
crive un element de trajectoire perpendiculaire au plan osculateur de la courbe 
en ce point. [On congoit qu'une ligne quelconque puisse ne pas satisfaire a cetle 
condition; si Ton cherche en effet quelles sont les lignes qui, en tournant d'un 
mouvement h^ligoidal infiniment petit autour de Taxe des z, jouissent de cette 
propriete, on trouve qu'elles doivent satisfaire a Tequation differentielle 

ydx — xdjr=^cdz, 
dans laquelle c exprime le rapport des quantites infiniment pe\ites de glissement 
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el (le rotation, et que, en consequence, ellessont donnees par Ie8 equations 

qui renferinent une fonction arbitraire y (:z) et sa derivee ^'(z)]. 

Imaginons une ligne qui, dans un premier deplaceinent infiniment petit, rem- 
plisse la condition ci-dessus ^noncee; il est evident que pour ne pas cesser de la 
remplir a tout instant de son mouvement, elle doit continuer a tourner autour du 
meme axe et de la meme maniere. On voit done que la surf;\ce qu'elle engendre 
n'est autre qu'une surface heligoidale. 

11 resulte de la que, dans le cas ou la ligne mobile est a double courbure, les 
deux systemes de surfaces (a) et (]3) ne peuvent etre que des helifoides de mime 
axe et de m&mepas^ ay ant pourprofik deux series de lignes quelconques. 

11. Nous pouvons done enfin formuler la conclusion suivante : 

Pour que les cinq quantites A^, gy t^, p, q ne dependent que de a et |3, il I'aut 
et il suflit que les surfaces representees par les equations 

soient ou deux syslemes de surfaces de revolution autour d'un m£me axe, ou deux 
systemesde surfaces heligoidales de mime axe et de mime pas. 

12. Si Ton prend pour axe des z Taxe de chaque systeme, ces surfaces ont 
pour equations : 

I® Le double systeme de surfaces de revolution 

f.. ((9) a = 9(3,^'4-r), 

I ■ ^ / { 

2"* Le double systeme d'helifoides 

f i ^ [ X i \ 

I (i i) 0L=^^A z — marccos ,i i.-- ? v^'4- r' ? 

(B) \ ^ ^ J 

(12) ^=i^Az ^marccos =s? ^x'^-^y- 

?» ^9 ?i» ^1 etant des caracteristiques de fonctions completement arbitraires, et//? 
un coefficient quelconque. 

Si m est nul, le second systeme d'equations se confond avec le premier. Le sys- 
teme (B) exprime done la forme la plus generate que puissent avoir les fonctions 
/, et /a dans les equations (2) et (3), pour que les cinq quantites A*, A% g, p, q 
ne dependent que de a et j3 (*). 



(*) II serait plus exact de dire que les fonctions les plus g^n^rales sont celled qu'on d^duit des ^ua- 
tions (B) en y rempla^nt x, /, 2 par les fonctions Hnteires de x, 7, z auxqu^Iles donne lieu une trans- 
formation de coordonnto. 

jinnales scientific ues de Vtcole Normaie supirieure. Tome HI. 4^ 
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£st-il besoin d'ajouter que ces fonctions peuvent etre tout simplement lineaires 
en Xy J, z, auquel cas les quantites A*, g^ k^ sent constantes, et les deux autres, p 
ety, nuUes? 

13. On pent encore enoncer la conclusion qui precede sous une autre forme, en 
disant que les Equations (a) e/ (3), considdrees simultandment^ ne peus^ent represen- 
ter cT autres systemes de lignes que des droites paraUeles^ ou des circon/erences de 
mime axe^ ou des helices de m4me axe et de mime pas. 

Generaiisation de la solution precedente. 

14. On pent generaliser le probleme qui vient d'etre resolu, en se proposantde 
trouver n — i fonctions «<, aj, flCg, . . . , ocn^t des n variables x^, Xa, a?,, . . . , x„ qui 
soient telles, que les quantites 
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ne dependent que de a,, a^, . . . , a„_,. 
II est facile de reconnailre que les fonctions 



1-= n 



5 • • • » 






* =: I 



(«4) 



a, = 



9, x„ — art_,arccos 



X, 



z. y x^^i — a,_3 arc cos 

,2 



ai 



— ^Axn — 



/jt«_j arc cos 



>ix\-\-x\ yjx\-^x\ 

x^ — u, arc cos ' % v^^J -H ^5 i 

X, Xt 

> J^n-i — "n-s arc cos 



v^^; 4- xi 



Xy — a, arc cos 



Xi 



^X\-\'X\ 



^x\^x\\ 



fl^A-l 



= 9«-i I a:„ ~ 



]Lt„_, arc cos -; » x„_, — a«_s arc cos — ^- — ^ v • > 



V'jt; 4- x\ 



= » x„_, — a««s arc cos 



j^j — f*, arc cos 






fAi> f^s' fia> • • • > /Afl-3 ^tant les coDstanles quelconques, et 9,, ^j, . . . , f„_, des ca- 
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raoteristiques de fonctions arbitraires; il est facile, dis-je, de reconnaitre que ces 
fonetions satisfont a la condition ci-dessus enoncee. U suffit de poser 

fir ti 

x„ — Un-2 arc cos ! = /.«_, , j:,_s — yin-s arc cos ' == /« -:, , • . , 

.r^ — ^, arc cos , ' _ ■ ~ >.i , ^jt J -\- xl = 9, 

vV; -f- xl 

<U de former les valeurs des quantites (i3) : on trouve qu'elles ne dependent que 
de 5, ).,, ).2, ):,, . . . , >;,_2, et, par suite, en vertu des equations (i4)» que de a,, a^, 

Mais, pour avoir la forme la plus generale des fonctions a,, ^2, ..*, ^^-o 
il faut faire une substitution lineaire analogue h celle qui constitue la trans- 
formation des coordonnees, c'est-a-dire substituer dans les Equations (i4), aux 
variables ;r,, .x^f . . . , x„, les fonctions lineaires suivantes : 

' rt,,, Xt -4- a,,, Xi -- a,., ^3 -f- . . . -}- flf«., a\ 
( • 5 . « 

dont les coefficients satisfont aux relations 

/ ^^ fl / = // I = w / = w 

«,.,"'• 2*"'.'"''- •' 2."'.* = ''•••' 2*"'." "'' 

i =. « / _ // /■ = // / = // 

' — I / = I / = I / == I 
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NOUVELLE MfiTHODE DE TRANSFORMATION EN GfiOMfiTRIE, 



Par M. GOHIERRE DE LONGCHAMPS, 

PROFESSEUR AU LYCKE IMPERIAL DE MONT - DE - M A RSAN. 



Preliminaires. — Pour bien faire comprendre ce qui nous a dirige dans ccs 
reclierches et la part qu'il y faut laisser a Tinvention, il convient de dire quelques 
mots sur les idecs qui nous ont servi de point dc depart. Dans un Memoire publie 
dans 1e Journal de Crelle^ en i83r, sous le titre : Nouvelle methode pour d^cou- 
{Tir des theoremes en GeomSlrie, M. Magnus a pose les principes generaux (|U! 
doivent s'appliquer dans toute nielhode de deformation dans laquelle on fait cor- 
respondre un point a un point et aussi celle dans laquelle a une droite correspond 
une droite, puisqu'il suffit de transformer les resultats precedents par les polaires 
reciproques. Ccs resultats sont : que toutes les fois que par une loi geometrique 
quelconque on fera correspondre un point d*une figure a un autre point, a une 
droite correspondra une conique passant par trois points fixes, que M. Magnus 
.appelle \es points principaux ; et goneralement a une courbe de Tordre m corres- 
pond une courbe de Tordre am ayant trois points multiples d'ordre m, les points 
principaux. Nous completerons ceci tout d'abord en faisant connaitre la classe de 
la courbe correspondante, quand celle de la proposee est donnee et egale a n. Le 
tbeor^me ainsi complete s'enoncera : 

Thkorkme. — Toutes les fois que dans une methode de Geometrie comparee, a un 
point correspond un point, a une droite correspondra une conique passant par tfvis 
points fires, et a une courbe de Fordre met de la classe n correspondra une courbe de 
iordre 2m et de la classe am -h n, ayant pour points multiples d'ordre m les trois 
points fixes. 

Soit en effet A la courbe proposee, laquelle est de Tordre m el de la classe /i; 
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soil A' la courbc qui lui correspond et dont nous nous proposons de determiner la 
classe^ c'est-a-dire le nonibre de tangentes qui peuvent lui etre menees par un 
point a'. Soit a le point de la premiere figure qui correspond ^ a'; a une tangeute 
menee par le pont a! a la courbe A' correspond une conique passant par le point a, 
ies trois points fixes, et qui de plus est tangente k la courbe A. II y aura done 
autant de ces tangentes qu'il y a de ces coniques. M. Chasles a demontr^ {Comptes 
rendus des seances de I' Academie des Sciences t i^'aouti864) que dans un syst^medont 
Ies caracteristiques sont jx et v, il y a /}jx 4- mv coniques tangentes a une courbe 
d*ordre m et de la classe n. Dans le cas present, Ies coniques passant par quatre 
points, Ies caracteristiques sont i et 2 ; il y a done n -^ 11m coniques tangentes a la 
courbe A, ce qui prouve que la classe de la courbe A' est n -4- 2/w, comme nous 
Tavions annoncc. 

En transformant ce theoreme par Ies polaires reciproques, on obtient le tbeo- 
reine correlatif qui sert pour le cas oil Ton fait correspondre une droite a une 
droite, theoreme dont nous ferons usage par la suite. Si Ton applique le theoreme 
general que nous venons d'etablir aux sections coniques, on trouve qu'a une 
conique correspond une courbe du quatrieme ordre et de la sixieme classe ayant 
trois points doubles. II importe de remarquer que toute courbe du quatrieme 
degre ayant trois points doubles pent etre consideree comme la transformee d'une 
eertaine section conique convenablement choisie, de telle sorte que Ies proprietes 
de ces courbes, d^duites de celles des sections coniques par la melbode de 
M. Magnus, conviennent h toute courbe du quatrieme degre, douee de trois points 
doubles, et non k une famille particuliere de ces courbes. 

Ce fait n'est pas, on le comprend, sans importance et peul se demontrer bien 
simplement. On pent voir tout d'abord que pour Tetablir il n'est pas necessaire 
de rester dans la generality oil M. Magnus s*esl place, mais qu'on peut choisir 
telle loi geometrique particuliere qu'il nous conviendra d'adopter. Supposons, par 
exemple, que nous fassions correspondre une droite a une droite au moyen d*un 
triangle. Soient /?, q, r Ies distances des sommets de ce triangle a la premiere 
droite, Ies coordonnees tangentielles de la droite, et p'f q[ \ r' celles de la seconde 
droite. Supposons que ces coordonnees soient liees entre elles par Ies relations 

PP' == ?9' ^ ^f" 

a une conique dont I'equation generale dans ce systeme de coordonnees est, comme 
on le sait, 

correspondra uue courbe dont Tequation sera 

A iL ^ _?L E F 



I 
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Celte courbe est de la quatrieme classe, el on peut recoonaitrc qu'eile admct pour 
UDgeales doubles les coles du triangle qui a .servi ii la dcformatioQ. Mais, recipro- 
quement, si Ton cbcrche I'equaLion generalc dcs courbesdc la quatrii^me c.Uiss<>, on 
irouve une equation de cello fonnt, qui, trausrurmee suivant Is loi adoptoe, donne 
naissance a une section conique, ce qui elablit que toule courbe de la qualriemt; 
classe ajanl Irois tnngentcs doubles, peut etre considerue eominc la transfbrmee 
d'une section coniquc convenableinentcboi&ic. 

Ceci pose, nous nous proposons, dans ce qui va suivre, de developper dans ses 
details une methode de transformation par eorrespondance d'une droitc '» une 
droile, la loi geometrique qui unilees deux droites 6l&nl explicitemenl fonnulee. 
Pour le dire en passiint, relle loi est celle que nous venons de traduire a Tinstanl 
par les formules 

On conQoil, en effet, que la correspondancc d'une droite a une droilo pouvanl 
se faire suivant une infinite de lois, les propriiHes deduites dcs coniques pour lei 
courbes d'ordre supcrieur difiereni avcc la loi adoptee, el qu'a cole du tbeoreiDe 
qui resulle du seul fait que la courbe est coQsideree comme Iransformcc d'une 
conique par cort'cspoudance d'une droile a une droile, tbeoren)e iodependant de 
la loi choisie pour elablir celle correspondance, s'en ajoule un autre dependant 
au contraire de celle loi. II y a done la un vasle sujet de rechercbes dont le succes 
depend du choix plus uu moins heureux de la loi gcometrique qui sort de point de 
depart, et c'est ec que Ton comprendra furl bien par rexemple q,ue nous allnns en 
donner. 



I 



Methode de Iransjhrmation dite par trnnsversaics reciprotjues . 

Phincipf. — Eiant donnes un triangle ABC el arte Iransversale ahc, acorrespomlanf 
oiird/eBC et ainsi des autres, si I'on prend les points a' . b', d respeclivcment symelri- 
guesdes points a, b. c par rapport aiix points milienxdes cdtes du triangle siir lestpiela 
its sont places, ces Irois nouveattx points sont en ligne droite. 

C'est ce qui resulte immediatenient du theoreme sur la transversale d'un triangle 
et de sa reciproque. Ces deux droites, tellement liees I'une ^ I'autre que la seconde 
se deduise de la premiere ct inversemenl, peuvenl etre appelees Iransvenales reci- 
proques, et la m^lbode de transformation ^ laquelle elles donnent naissance , 
methode de transformation par transversales reciproques. Ces deux droites sont li^es 
I'une a I'autre par une loi bien facile a demontrer et que nous enon<;ons pnr le 
theoreme suivant. 
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Theorkmk 1. — La iransversale reciproque est parallele a la dtmle qui joint les 
points milieux du quadrilatere complet que forme la transversaU proposee avec le 
triangle. Ces points milieux et les points ou la transversale reciproque rencontre les 
cdtes du triangle forment deux systemes de points homothetiques ; le centre de gravite 
est le centre de cette homothetie dont le rapport est celui dei a i . 

Nous Savons deja par le theoreme de Magnus* que nous avons rappele en com- 
mengant* que dans un tel mode dc transformation, a un point de la premiere figure 
correspond une conique tangente a trois droites fixes. Ces droites, dans )e cas pre- 
sent, ne sont autre chose que les trois cotes du triangle, ainsi qu'on s'en assure en 
considerant les droites qui passent par le point propose et tendent a passer par un 
sommet du triangle. Mais ce point et cette conique sont lies Tun a I'autrepar une 
loi extremement simple qui resulte, comme on va le voir, du theoreme precedent. 

Considerons, en effet, un point a de la premiere figurie determine par deux 
droites que nous appellerons h et /t, et soient K et k les droites reciproques de 
celles-ci. Au point a correspond une conique tangente k ces droites h et k, et aux 
trois cotes du triangle; soit le centre de cette conique. Si Ton considere le qua- 
drilatere forme par ladroite h! et les cotes du triangle, la droitequi joint les points 
miiieux des diagonales de ce quadrilatere passe par le centre de la conique 
inscrite : c'est le theoreme de Newton. Mais nous savons, par le theoreme prece- 
dent, que cette droite est parallele a la droite h et que le centre de gravite du 
triangle propose est deux fois plus eloigne de cette derniere que de I'autre. Si I'ou 
fait le meme raisonnement pour les droites k et k, on arrive a cette conclusion 
remarquable que le point a, le centre de gravite du triangle et le centre de la 
conique correspondant au point a sont trois points en ligne droite, et que le 
centre de gravite partage cette droite dans le rapport de 2 a 1 . Nous enoncerons 
done ce theoreme, qui est fundamental dans cette theorie et qui, par sa simplicite, 
fait tout le succes du mode de deformation que nous exposons : 

Tui^OREjHE II. —- A un point correspond une conique inscrite au triangle qui sert 
de base a la transformation; le point, le centre de gravite du triangle et le centre de 
la conique qui correspond au point sont trois points en ligne droite, et le rapport des 
distances du centre de gravite a ces deux points, rapport pris dans Vordre que nous 
venon^ d'indiquer, est celui de 2 a i. 

Si le point propose esta Tinfini, le centre de la conique correspondante s'eloigne 
lui-meme a Tinfini, la conique devient une parabole dont Taxe est parallele a la 
direction donnee. Comme cette consequence est importante, nous Tenoncerons par 
le coroUaire suivant : 



CotioLLAiHE. — A un point a I'injini de la premiere figure correspond unepaia- 
hole donl I'axe est paralleie a la direction donnee. 

On sail cwmbicn il est dirticile le plus ordinairenient de savoir cc que devieniieiil 
apres une trans form a lion les angles el surtout les proprieles melriques d'une figure 
(lonnee, et que si Too transforme ^implement les proprieles descriplives des figures, 
il n'en est pas de meme des autres. Cette difliculte se trouve i-uinme annulee dans 
le las present, et 11 iioiis a semble que c'^tail la un fail digne de remarque. 

En efiet, si deux droites dans la premiere figure se meuveut de hqon que 
Tuiigle qu'elles font obeisse a une certaine loi, reste constant par exempic, a ces 
deux droites correspondent deux droites, chacune d'elles determine aveo les trois 
cotes du Irlangle une parabole inscrite au quadrilatere ainsi forme, et les axes dc 
ces paraboles etant paralleles aux droites proposees, Tangle de ces axes resiera 
conslant on plus gen era lenient suivra la loi indiquec pour les droiles proposces. 
De meme pour les proprietes melriques : si certains points dans la figure proposec 
sonl lies par une cerlaine relation metrique, a ces points correspondront des 
coniques dont les centres, formant une figure semblable (Th^orkmk II ) ii celle for- 
mei.- par les points, jouironl de la meme propriete. Eu un mot, les angles ne :^i' 
conservent pas dans celle transformation, mais se rctrouvent sans alleralioii sur 
des droites remarquables, qu'on deduit facilement des transversales reciproques, et 
les relations melriques entre des points se retrouveut modifiees dans le merne 
rapport, conscrvees, par consequent,- dans les centres des coniques qui cornvs- 
pondent aux points donnes. 

Tels sont les prlncipes qui regissent noire mode de transformation, qui stmt 
parliculiers a la loi geomelrique choisie pour faire correspondre une droitc a une 
droite. et cessent d'etre vrais pour une loi differente. Si nous avons bien expliqnc 
noire peusee, on doit comprendre des a present I'avanlage qui resulle du cas pai- 
liculierdans lequel nous nous sommes place, et c'est ce que nous fcrons mioux 
voir encore par les applications que nous donnerons de celle nietbode. Mais avanl 
d'enlrer dans celle seconde partle de cc travail, nous fcrons connaitre rapplicalion 
que nous avons falte de ces transvcrsales reciproques pour la recbercbe de la lul 
qui unil les ccnlres de gravite des triangles qui composent un polygene coniplet. 

Recherche du centre de gravite dans les polygones complete. 



Expliquons ce que nous nous proposuns dans cette recherche et disous lout 
d'abord que nous n'allachons a ce mot : centre de grai'ite dans les polygenes compkls. 
qu'un sens purement geomctrique, ainsi qu'on le verra par la definition que nous 
en donnerons. 

Jnunlei <cir»/,/i^i,ri de fKcaIr /Varmu/c .nptiirmt. Tome lU. !\'i 
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Gonsiderons un point remarquable d'un triangle, c*est-a-dire un point defiui 
par une certaine propriete geometrique, la meme pourtous )es triangles, et appe- 
Ions ce point, sans le definir autrement, le point p du triangle. Si nous conside- 
rons un quadrilatere coinplct, nous pourrons dire que ce quadrilatere determine 
quatre triangles que Ton obtienl en faisant successivement abstraction d'une des 
droites donnees; a ces quatre triangles correspondent quatre points/?. Ces quatre 
points sont lies aux elements du quadrilatere par une certaine loi plus ou moins 
simple, plus ou moins facile a decouvrir, mais qu'on pent affirmer par avance 
exister necessairement, puisqu'on ne pent faire disparaitre en memo temps une 
des droites donnees sans faire disparaitre du meme coup trois de ces points/?. II y 
a done un certain lien entre cette droile et ces trois points qui s'cvanouissentainsi 
en meme temps, et il y a la une loi geometrique qu'on pent se proposer de recher- 
cher. Si cette loi est telle, qu'elle permette de conclure Texistcnce d'un certain 
point se deduisant du quadrilatere par une propriete toute semblable a celle qui a 
servi a d^Bnir le point/? dans le triangle, nous pourrons assez naturellement 
appeler ce nouveau point le point/? du quadrilatere complet. Si maintenant nous 
considerons un pentagone complet, qui determine cinq quadrilateres complets que 
Ton obtient en faisant successivement abstraction d'une des droites proposees, a 
ces cinq quadrilateres correspondent cinq points /?,et nous pourrons nous proposer 
de rechercher si la loi ne se continue pas pour ces cinq points, et s'il n'existe pas 
pour le pentagone complet un point/? se deduisant de ces cinq points par la meme 
propriete geometrique qui caracterise ces points. Et de meme que, dans Tanalyse, 
quand on soupQonne la loi que suivent les termes d'une serie on suppose cette 
loi vraie pour le terme de rang (w — i) et on demontre que la loi subsiste pour le 
terme de I'ang /i, de meme ici on supposera la loi vraie pour le polygene de [n—i) 
droites et on demontrera qu'elle subsiste pour le polygene de n droites. (Test en 
nous laissant guider par ces idees generales, qui s'appliquent aussi bien aux poly- 
genes determines par des points, que nous avons fait connaitre {Revue desSocieles 
savantes^ mars 1866) la loi tres-simple qui unit les centres des cercles circonscrits 
aux divers triangles determines par un polygene complet de w droites. Ce qui suit est 
une application toute semblable de ces idees aux centres de gravite de ces triangles. 
Le point de depart de cette etude est le theoreme suivant. 

Theoreme. — Etant donnd un triangle^ on considere trois transversales de ce trian- 
gle se coupant deux a deux sur les cdt^s du triangle donne et leurs transversales rSci- 
proques qui se coupeni dgalement deux a deux sur les cdtis du triangle proposd. Ces 
deux triangles, sawir : celui des transversales et cehd des transversales rdciproques, 
jom'ssent de la propriete que la droite qui joint leurs centres de graviti passe par le 
centre de gravite du triangle donne ^ et y est partagde en deux parties dgales. - 
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Ce theoreiiie o'esl que la consequence immediate d'un theoreme plus general. 
CoDsiderons deux triangles ABC, A'B'C situ^s d'une maaiere quelconque dans 
I'espace; joignons AA', BB', CC' el partageons ces droites respectivoment aux 




points A", B", C" dans un meme rapport, celui de m a n. Je dis que lee trois trian- 
gles ABC, A"B"C", A'B'C ont leurs centres de gravite g, g", g' en ligne droite, 
et que la droite gg' est partagee au point g" dans le rapport de m a n. Si en cffet 
nous coDsiderons lequadrilatere gauche AB, A'B'. et si nous considerons le point 
c milieu de AB, et le point c' milieu de A'B', c'est une propriete bien connue que 
cette droite ira rencontrer la droite A' B", qui partage les cotes opposes AA' el 
BB' dans ud nieme rapport, que le point c" ainsi obtenu sera le milieu de A''B", 
et que la droite cc' sera partagee en ce point c" dans te rapport de m a n. Si main- 
tenant nous menons les droites Cc, C"c", CV, que nous parlagions la droite Cc au 

point g et la droite Cc' au point g', de fa<;on que ^ = a , ^7-7 — 2, auquel cas 
les points g, g' sont les centres de gravite des triangles ABC, A'B'C. La propriete 
que nous avons deja invoquee nous montre que la droite gg' ira rencontrer la 
droite Cc" en un point g" qui sera tel : 

'° Que ^s-p, = a, ce qui apprend que ce point g" est le centre de gravite du 
triangle A''B"C': 

2" Que ^-^, = ~ ■ 
S S " 

Ces deux conclusions nous donneatte theoreme general, duquelnousallonscon- 
clure le theoreme que nous avons annonc6. En effet, le triangle forme par les 
transversales, le triangle que Ton obtient en joignant les points milieux du trian- 
gle donne et le triangle forme par les transversales r^ciproques realisent dans Ic 
plan la position des trois triangles ABC, A''B''C'', A'B'C, que nous avons consi- 
diris dans I'espace. Ici m = i, n = r, ce qui d^montre le theoreme. 

Si maiotenant nous considerons deux transversales reciproques abc, a'b'c', les 
trois points a, b, c et les trois points a', b', c* peuvent itre consider^s comme for- 

/|3. . 
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mant deux triaagles infiQiment aplatis^ occupant. Tun par rapport a Tautre, la 
positioD des triaogles que nous avoos consideres dans 1e tbcoreme precedent. Nous 
concluoDS de cette remarque le coroUaire suivant : 

CoROLLAiBE. — tltant donnee une transversale qui rencontre les cdtes du triangle 
ABC aux points a, fe, c, on considere la transversale reciproque, et soient a', h\ r/ 
les points oil elle rencontre les cdtes du triangle. Le centre de gravite des trois points 
a, b, c, le centre de gravite des trois points a\ b\ & et le centre de gravite du triangle 
sont trois points en ligne droite; ce dernier partage la distance des deux autres en 
deux parties egales. 

Si nous rapprochons cette conclusion du theoreme II demontre plus haut, nous 
arriverons, comme on va le voir, a un theoreme fort simple sur les centres de gra- 
vite des triangles formes par un quadrilatere complel. Soit eneffetABCD un quadri- 
latere complet : si nous faisons abstraction de la droite D, il reste le triangle ABC, 
dont je d^signe le centre de gravite par G. Consid^rons la droite D comme une trans- 
versale du triangle ABC, et soient a, 6, c les points oil elle rencontre les c6tes de 
ce triangle. Imaginons la droite D' transversale reciproque de la droite D par rap- 
port au triangle AftC, et soient a\ b\ c* les points oil cette droite rencontre les 
cotes du triangle. Appelons enfln g le centre de gravite des points a, 6, c, g' celui 
des points a', b\ c\ lesquels points sont en ligne droite avec le point G, ce point 
occupant le milieu de la distance gg\ ainsi que nous Tavons etabli. Si nous con- 
siderons en outre la droite qui joint les points milieux des diagonales du quadri- 
latere ABCD, ces trois points, dont j'appellerai y le centre de gravite, forment, 
d'apres le tbeoreme II, un systeme homothetique a celui des trois points a', b\ c\ 

et le point G est le centre de cette homotbetie, dont le rapport a pour valeur-* 

De la resulte que le point g' et le point y, points bomologues dans les deux sys- 
tfemes, sont en ligne droite avec le point G, et que ce dernier partage la distance 
des deux centres dans le rapport de i k 2. De la resulte que les quatre points g\ 
G, y, g sont quatre points en ligne droite, et que le pointy est le milieu de Gg. 
Ce point y etant un point independant de la droite du quadrilatere, dont il a plu 
de faire abstraction^ nous en concluons ce tb^weme : 

Theqb^me. — titarU donne un quadrilatere complet, ce quadrilatere defirdt quatre 
triangles que Von obtient en /aisant successivement abstraction d'une des droiies 
donnits. Que Von considere Vun de ces triangles en particulier et que Vonjoigne son 
centre de grante cut centre de gravite du srysteme de trois points qui se trou»ent sur la 
quatriime droite^ Us quatre droites que Von peut ainsi obtenir corwoureni au m6me 
point et $y partagent mutuellement en deux parties igales. 
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On peut rapprocher bien naturellemeDt ce theoreme du theoreme des medianes 
pour le triangle oil Ton joint le sommet du triangle au point milieu du cote op- 
pose, c'est-a-dire au centre de gravity des deux points qui se trouvent sur la droite 
dont on a fait abstraction pour considerer le sommet qui lui correspond. Dans cet 
ordre d*idees nous pourrons appeler le point que nous venous de trouver le centre 
de gravite du quadrilatere complet, en n*attachant, bien entendu, k ce mot qu'un 
sens purement geometrique et qui rappelle la maniere dont on Tobtient. 

Nous nous proposons de generaliser ce resultat. On sait ce que Ton appelle 
centre de gravite de n points^ et nous rappelons que lorsqu'on suppose des masses 
egales appliquees en ces points, on obtient leur centre de gravite en joignant le 
centre de gravite de (/i — i) de ces points au n*'"*', et partageant cetle distance 
dans le rapport de i a (w — i). Cette construction s'applique evidemment au cas 
oules points consideres sont en ligne droite. 

Ceci pose, considerons un pentagone complet i, 2» 3, 4* ^ forme par les cinq 
droites i, 2, 3, 4» ^ indeiiniment prolongees; si nous faisons successivement 
abstraction des droites 5 et 4* nous obtenons les deux quadrilateres complets i, 2, 
3, 4 6t I, 2, 3, 5, dont je designe les centres de gravite, points geometriques de- 
finis, comme nous Tavons vu toutal'heure, par G^ et G4. Ces deux quadrilateres 
ont un triangle commun, le triangle 1, 2, 3; soit A le centre de gravite de ce 
triangle. 

Fig. 1, 



/4 




Le centre de gravite G, du quadrilatere i, 2, 3, 4 s^obtient en joignant le point A 
au centre de gravite g des trois points (i, 4)' (^* 4)> (3, 4)* ^t partageant la lon- 
gueur ainsi obtenue en deux parties egales; de meme le point G4 s'obtient en joi- 
gnant ce meme point A au pointy', centre de gravite des trois points (i, 5), (2, 5), 
(3, 5), et prenant le milieu de cette droite. Soit M le point de rencontre des droites 
4 et 5; sur la droite 4 ^ trouvent quatre points (1, 4)» (^9 4)f (3, 4)« (5, 4)« 1^ 
point g est le centre de gravite des trois premiers, et le quatrieme point est le 
point M. D*apres ce que nous avons rappele, le centre de gravity g^ de ces quatre 
points s'obtiendra en partageant la distance ^M dans le rapport de i k 3. De mSme 
le centre de gravite g^ des quatre points qui se trouvent sur la droite 5 s'obtiendra 
en partageant la distance g'M dans le rapport de 1 a 3. La droite g^g^ est donr. 
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parallcle a gg' et cgale aux V de cette longueur. D*ailleurs il rcsutte de la con- 
struction des points G4, G5 que la droite 6465 est parallele a gg' et egale a sa 
moitie. Rapprochant ces deux faits, on conclut que G4G5 est parallele a g^g^ et 

egale a ^ g^4g^5. Si done nous joignons GjgTs et G4g-4, ces deux droites iron! se 

couper en un point G tel que 

G£,^G£,^3^ 
GG4 GG& a 

ce qui etablit que toutes les droites telles que G4^4 vont couper la droite G^gt au 
meiue point et y sont partagees dans le meme rapport, celui de 3 a 2. Nous avons 
done ce theoreme : 

TflEORfeMi-:. — Etant donne un poly gone complet de cinq droites, ce poly gone de- 
finit cinq quadrilateres complete que I' on ohtient en faisant successii^ement abstrac- 
tion d'une des droites proposees; si Von joint le centre de gravite d'iin de ces qundri- 
latires. point gdometrique definiplus haut, au centre de grantd des quatre points, in- 
tersections des cdtes de ce quadrilatere avec la cinquieme droite. Us cinq droites que 
Von peut ainsi construire concourent en un mime point et y sont partagees dans te 
rapport rfe 3 a 2 . 

Dans le triangle, les droites qui concourent au centre de gravite y sont parta- 
gees dans le rapport de i a 2; dans le quadrilatere, nous avons trouve celui de 
I a r, ou, si Ton veut, celui de 2 a 2; enfm dans le pentagone nous trouvons pour 

ce rapport -• On voit la loi que suivent ces fractions, dont le denominateur est 

constant et egal a 2, et dont le numerateur s'obtient en retranchant deux unites 
au nombre des droites qui definissent le polygone. Cette loi, supposee vraie pour 
un polygone complet de (« — i) droites, se verifie pour un polygone de n droites 
en wSuivant une marche toute semblable a celle que nous avons suivie pour le pen- 
tagone, et que nous ne r^peterons pas pour abreger. Le theorfeme general s'enonce 
ainsi : 

Theorkme. — Etant donne un polygone complet de n droites definissant n poly- 
gones de {n — i) droites que Von obtient en faisant successivement abstraction d^une 
des droites, on considere Vune de ces droiies et le polygone des (n — i) autres droiies 
qui lui correspond. Si Von Joint les centres de gravite de ce polygone, point geome- 
trique defini par cette m£me hi que nous enongons en ce moment ^ au centre de grw^ite 
des[n — \) points situes sur la /i*'"** droite, les n droites que Von peut ainsi construire 
vont concourir en un mime point et sy partagent mutuellement dans le rapport de 
a a (n — 2). ... 
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On peut (lire de la melliode dc transrormation dunt nous avoiia ex))OSt! les prin- 
cipes au commencemcnl dc ce travail, qu'elle s'a|>prK}He a la traiisrormalion do 
llitioremes oil eulrent des considerations de lungueui'S ou d'angU-s, mais qu'elle 
lie donne aucnn tlieoreme nouveaii quand oo clierclie a iransf'ormer des proprietes 
descriptives. L(>s tlieoreuics qu'elle donne dans ce dernier i-.»s sent inilependants 
du ohnix de la loi geomctrique adoptee pour faire eorrespondre une di-oile i) une 
droite, et c'est ce que nous allons faire voir. 

Supposons, en efTct. en reslant dans toute lageneralile que (uiniporle la Irans- 
Ibnnation de M. Magnus, que nous fassions eorrespondre une droits a une droile; 
a un point a correspondra une coniquc A' donl je designe le iientre par a\ el cette 
roniquc sera langente aux trois tangenles principales. De cette facon. <^onsiderant 
d'une part la figure forniee par lespointsa, el d'autre part la figure formtepar les 
points a', nous pourrons dire qu'a un point de la premil-re figure correspond un 
point de la seconde figure et un seal. luverseni(;nl, prennns un point a' dans la ae- 
conde figure et considerons ce point cumnie le centre d'une conique taiigente aux 
trois tangeotcs principales. On salt qu'une seule conique salisfail ii ces conditions; 
a cette conique correspond dans la premiere figure un certain point a, done el in- 
versemenl a un point de la deuxieme figure correspond un point do la premiere, el 
un seul, Enfin, si le point a parcourt une droite dans la premiere figure, la conique 
A' enveloppera une droite; eomme ces coniques A' onl dejii trois tangenles com- 
munes, les tangenles principales, on en conclut, par le theoieme de Newton, que 
le point a' de la deuxieme figure decril une droile. et inversement, si le point a' 
decrit une droite, le point a se meut sur une droile dans la premiere figure. De la 
resulte cette remarque que les deux syslemes de points que nous avons consideri's 
Aont homographiques. Nous enoncons ce resullal par le tlieoreme suivanl : 

Theoreme. — Dans toute methode de transformation par la conespondance d'une 
droile a une droite. les points de la figurf proposee et les centres des coniques tfui 
tear correspondent dans la figure (rans/ormec forment deu.r sy-slemes de points homo- 
graphiques. 

II r6sulte de la que si desdroiles concourenl dans la premiere figure en un point . 
les droltes qui joigncnt les centres des coniques qui correspondent a ces points 
concourent aussi en un point, et que. generalement, si un point de la premifere 
figure se uicut sur une courbe d'un ordre et (I'une classe donnas, le centre dc la 
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conique qui correspond a ce point se meut sur une courbe du mSme ordre et de 
la meme classe. De la r^sulte encore que si qualre points en ligne droite de la pre- 
miere figure ont un rapport anharmonique egal k X, les quatre points de la se- 
conde figure, qui sont aussi en ligne droite, ont leur rapport anharmonique egal 
a X. Ces remarques donnent lieu a des tbeoremes nouveaux, comme nous allons le 
montrer par quelques exemples. 

Comme il ne selra considere dans ce qui va suivre que des coniques tangentes a 
trois memes droites, cette triple condition sera sous-entendue» et nous dirons sim- 
plement: soit C(0a,,0a2) une conique tangente aux droites Oa« et Oa,; soit 
(]{0a, 0') une conique tangente a la droite Oa et passant par le point 0'; soit 
C(Oa, Oa) une conique tangente a la droite Oa au point 0; soit enfin C{0, 0') 
une conique passant par les points et 0'. 

Ceci pose, voici quelques theoremes en regard desquels nous plagons les tbeo- 
remes fournis par notre remarque : 



r Lorsqu*un triangle csicirconscrit a une 
conique, les droites qui joignent les som- 
mets du triangle aux points de contact des 
r6tes opposes concoureni au mftme point. 



2*" Lorsque quatre droites sont tangentes 
a une conique, toute tangente a la conique 
rencontre ces quatre droites en quatre 
points dont le rapport anharmonique est 
constant. 



3"" Une conique ctant inscritc dans un 
triangle ABC, si, par deux points m et m' 
conjugues harmoniques par rapport aux 
points B et C, on mene des tangentes a la 



1° J^tant donnees trois droites auxquelles 
sont tangentes les diverses coniques dont 
nous allons parler et trois droites concou- 
rantes Oa,, Oa„ 0^3, on considere les deux 
coniques C(0ci,,0a,) et C(Oaj, Oa,) el la 
droite qui joint le centre de cette derniere 
au centre de la premiere. Cette droite etles 
deux autres analogues concourentau mSme 
point. 

2<* Etant donnees trois droites auxquelles 
seront tangentes les diverses coniques dont 
nous allons parler et quatre droites con- 
courantes Oa., Oa,, Oa,, 0^4, on considere 
une cinquieme droite Oa mobile autour 
du point et les quatre coniques 

2C(0a,0a,). 

Ces quatre coniques, on le sait, ont leurs 
centres en ligne droite comme tangentes a 
quatre m^mes droites; le rapport anharmo- 
nique de ces quatre points est constant 
quand varie la droite Oa. 

3"* £tant donnes un triangle ABC auquel 
seront inscrites les diverses coniques dont 
nous allons parler et un point 0, on joint 
ce point a deux points m et m* conjugues 
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harmoniques par rappori aui: points fi el V. 
ct Ton considereles coiiiqucs C(Owi, Om). 
C(Om', Om'): la droile qui joinl ies coni- 
ques passe par le milieu du cflie BC. 

4° £tant donnes un triangle ABC auquci 
seroni inscrites les divcrses coniques doni 
nous aller parler ct un point 0, si Ton joinl 
ce point a trois points a, b, c pris en li- 
gne. droile sur les cAl^s du triangle ABC 
(d sur le c6le BC, el ainsi des aulres], et si 
Ton considere la conique C{Oa, Oa], la 
droitc qui joint le centre de cetle conique 
au point milieu du cote BC ct les deux 
droiies analogues concoureni au meme 
point. 

Mais s'il est indifferent, pour trouver ces llieorfemcs, ile specifier la loi geoinr- 
irique par laquelle on fait correspondre une droite a uiie tiroite, cette particula- 
risation dc la mctliode de M. Magnus, que nous avons exposec, est nccessaire pour 
transformer des proprietes melriquea on des proprieies aagulaires. Nous avons 
elalili en cffet qu'en transformanl une figure donnee en une autre par le procede 
des transversales reciproques, les polnls de la premitire figure el les centres des 
voniques qui eutrent dans la transfurmee forment, non plus seulement des figures 
homographiques, mais des figures homothdtiques ayaiil le cenire de gravlle du trian- 
gle de reference pour centre d'homothetie, et que le rappori des deux figures elail 
celui de !i a t . Nous uvous deja inslstc sur ee point, qui resume tout ce travail et 
constilue I'avantage du cas particutier dans lequel nous nous somtnes place sur la 
methode generale. II nous resle a moulrer ccei par quelques cxemples. 
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coniquei la dioile qui joint les poinis dc 
contact va passer par le soniniei A du tri- 
angle. 



4° Une conique eiani inscriie a un Irian- 
ylc, si par trois point)> en ligne droile sur 
les cfiies de cc triangle on mene des tan- 
gentes a la conique, les droiies qui joigncnt 
les sommeta du triangle aux points dc con- 
tact correspondanis concoureni au m^ine 
point. 

Le ibeor&me subsiste dans le cas oil les 
poiols cboisis sur les cfltes du triangle 
donnent trois drolies concouranles quand 
on les joint aux sommeis du triangle. 



1° La droile qui joinl le sommet d'un 
angle circonscrit k une conique au milieu 
de la rorde dc contact passe par un point 
fixe, cenire de la conique donnee. 



Plusg^neralemcnt : 
n.,'a" Lorsqu'un quadrilatere complel est 
circonscrila une conique, la droite qui joint 

Annaln scUmifi^atl de ficolc Normalf Jn/ieWei 



i' Etant donnes un iriangle auquel se- 
ront inscrites les diverges coniques dont 
nous allons parler et un poini lixe 0, par 
ce point on mene deux droites Oa,, Oai 
el Ton considere les coniques C(Oai, Oa,), 
C(0a„0fl.J,C(0a., Off, ).Ladroile qui joinl 
le cenire de cette derniere au point milieu 
de la distance des centres des deux pre- 
mieres passe par un poinl (\xe (juand va- 
rient les droites Oa, et Oa,. 

Plus generalement : 

a" Elant donaees quatre droiies concou- 
ranles Ofli, Oa„ Orti, Oa, el trois droites 
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334 

les points milieux des diagpnales du qua- 
drilatere passe par un point flxe, centre de 
la conique. 
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auxquelles seront tangentes les diverses co- 
niques dont nous allons parler, on const- 
dere les six coniques 2C{0a„ Oat) dont 
les centres, situes trois a trois en ligne 
droite, forment un quadrilaterecomplet: la 
droite qui joint les points milieux des dia- 
gonales de ce quadrllatere passe par un 
point fixe. 

S"" £tant donnas un triangle auquel se- 
ront inscrites les diverses coniques dont 
nous allons parler, un point et une pa- 
rabole inscrite au triangle donn^, soit ai 
une tangente a cette parabole: on considere 
les deux coniques Ci(0» at), C>(0, ai); le 
point milieu de la distance des centres de 
ces deux coniques decrit une droite quand 
la droite at roule sur la parabole donn^e. 

xMontrons enfin comment on transforme par ce procede un tbeorfeme oil entrent 
des considerations d*angles : 



3"* Dans une section conique, le lieu des 
milieux des cordes paralleles k une direc- 
tion donnee est une droite. 



I"* Si autour de deux points fixes pris sur 
un cercle on fait tourner deux droites qui 
se coupent sur le cercle, Tangle de ces 
deux droites est constant. 



s"* Si autour d'un point d'une conique, 
comme sommef/ on fatt tourner un angle 
droit, la corde que ses cdt^s interceptent 
dans la courbe passe toujours par un mSme 
point. 



I"* £tant donnas un triangle et un point 
centre du cercle inscrit au triangle que Ton 
obtient en menant par les sommets du pro- 
pose des paranoics k ses cdt^s, on consi- 
dere le syst&me des coniques qui passe par 
ce point et sont inscrites au triangle 
donne ; soient C, C deux de ces coniques 
que je suppose fixes, C une troisieme co- 
nique mobile; soient a'/', a^t" les tan- 
gentes communes k C et C d'une part, C et 
C d'autre part. Les paraboles P («'/'), 
P{aft^)y qui sont inscrites au^ triangle 
donne, ont leurs axes qui font un angle 
constant. 

oP £tant donnes un triangle auquel se- 
ront inscrites les diverses coniques dont 
nous allons parler, un point et une co^ 
nique passant par ce point et inscrite au 
triangle, soient a/, a't deux tangentes a la 
conique, tellement choisies que les para- 
boles f(at)y V{a'f) aient leurs axes rec- 
tangulaires; la droite qui joint les centres 
des coniques G(0, at), C(0, a't') passe par 
un point fixe. . 
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3° £t3ni donn^e uno conique inscrite^ a 
un triangle, si une tangente mobile a celle 
coDique rencontre les trois c6ies du trian- 
gle en Irols points, il existe un certain 
point d'oii ces Irois points soni viis sous 
des angles constants. 



L 



3" ^tant donnas un iriaagle auquel se- 
ront inscrites les divcrses coniques dooi 
nous aller parler et un point O, amour dc 
ce point on fait toumerunedroiie qui ren- 
contre les cdtes du triangle donn^ en trois 
points a, b, c II existe une conique in- 
scriteau triangle el qui est telle, que si on 
lui mene par les points a, b, c des tan- 
genies al, bl', cl', les parabolas P(a/), 
P{bi'), P{cl") onl leurs axes inclines Tun 
surl'autre d'angles constants. 

Nous boroons !a ces exemples, et nous nous proposoos niaintenanl de dire quel- 
ques mots sur les courbes de la quatrieuie classe a trois tangcDles doubles, courbes 
qui »e deduisent des sections coniques, comme nous I'avons explique en commen- 
^ant. 

2" COtRBES DE L* QUATRltME CLASSE A TBOIS TANGEKTES OOIIBLIS. . 

En appliquant aux sections coniques le llit-oreme gent-ralque nous avonsdonni" 
plus baut, on Irouve qu'a une telle courbe correspond une courbe de la qualrieme 
dasse et du sixieme ordre ayant trois tangentes doubles. II faut remarquer que 
daus ce cas la couditioa a laquelle cette courbe est assujeltie, d'etre du sixieme 
ordre, est une consequence des deux autrcs, savoir ; q^u'elle est de la qualrieme 
classe et qu'elle a trois tangentes doubles. En etFet, une courbe de la qualrieme 
dasse peut etre du douzieme ordre quand |elle n'a pas de tangentes singulieres: 
mais chaque tangente double abaissant I'ordre de deux unites, la presence des trois 
taagenles doubles abaisse I'ordre de six unites, ce qui le reduit a six. N'ous avons 
fait remarquer aussi que les courbes que nous obteuions ainsi i'taient les courbes 
generales de la qualrieme classe a trois tangentes doubles, de telle sorte que toute 
courbe de cette lamille jouil des proprietes que Ton peut deduire des sections 
coniques considerees comme transformees de ces courbes. II I'aut remarquer que 
ces courbes ne sont pas les seules que Ton puisse obtcnir par ce mode de corres- 
pondance. On voit en effet que si la courbe que Too deforme passe par un, deux 
ou trois des sommets du triangle de reference qui sert a la transformation. I'ordre 
de la courbe correspondante s'abaisse d'une, de deux ou de trois unites. Cela tieot a 
ce que deux des tangentes que Ton peut mener par le sommet du triangle venant 
k se confondre en une seule, deux des points de contact de la tangente multiple 
opposee au sommet considere viennent se reunir en un seul, ce qui donne lieu k 
un point d'inflexioD, lequel abaisse I'ordre de trois unites, d'une unite de plus, par 
consequent, que ne le faisait la tangente multiple de tout a I'heure. Nous pour- 
rons done etudier au moyen des sections coniques les courbes suivantes : 

44. 
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i^ Courbes de la quatriime classe a trois tangentes doubles: Vordre de ces courbes 
estegald6. 

2^ Courbes de la quatrieme classe ayant deux tangentes doubles et une tangente a 
un point d' inflexion : Vordre est egal a 5. 

3® Courbes de la quatrieme classe ayant une tangente double et deux tangentes a 
deux points d* inflexion : Vordre est egal d 4- 

4° Courbes de la quatrieme classe ayant trois tangentes a trois points d'' inflexion : 
Vordre est egal a 3. 

Pour abreger aous nous bornerons h donner quelques ibcor^mes sur les pre- 
mieres de ces courbes, ces theoremes s'appliquant aux autres avec de legeres modi- 
fications qu'on apergoit sans difficulte. 

Considerons le triangle ABC, qui sert k la transformation. Par le point A nous 
pouvons mener deux tangentes (reelles ou imaginaires) k la conique; soient a,, 
a2 les points oil ces tangentes rencontrent le cdte BC. En considerant les tangentes 
infiniment voisines de celles-ci et construisant leurs reciproques, on reconnait 
que les points de contact de la courbe avec ses tangentes doubles s*obtiennent en 
prenant les sym^triques des points ai et aj par rapport au point milieu de BC. Or 
c'est un theoreme connu que les points a, et a, sont sur une conique: it r^suUe 
du theoreme de Carnot et de sa reciproque que les symetriques de ces points sont 
aussi sur une conique, d'oii resulte ce theoreme ; 

Theorkme. — Dans toute courbe de la quatrieme classe ayant trois tangentes dou- 
bles, les six points de contact (riels ou imaginaires) de la courbe avec les tangentes 
doubles sont six points d'une mime conique. 

Si Ton considere les' points oil la conique proposee coupe les cdtes du triangle 
de reference, les tangentes en ces points, les tangentes infiniment voisines et leurs 
reciproques, on en conclut cet autre theoreme : 

TuEORiJME. — Une telle courbe^ etant du sixieme ordre, apris avoir touche ses tan- 
gentes doubles en deux points^ les rencontre encore en deux autres points. Ces six 
nouveaux points sont six points d^une mime conique. 

En transformant ces theoremes par polaires reciproques, on obtient deux theo- 
remes pour les courbes du quatrieme degre ^ trois points doubles. Ces theoremes, 
le premier au moins, ne sont pas nouveaux [Salmon's Higher plane Carves^ p. aoi); 
inais ignorant si on en avait donne quelque demonstration geometrique, nous 
avons cru pouvoir donner celle qui precede. 

A un point de la conique proposee correspond, dans la seconde figure, une 
conique tangente aux trois tangentes doubles et ^ la courbe; il resulte de la re- 
marque que nous avons faite sur I'homographiedes deux systfemes de points formes. 
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le premier par les po'mls Ue la figure donnee. le second par lc8 centres des Roni- 
i|ue3 qui leur correspondent, un llieoreme que nous enongons : 

THEORtiwE. — Dans une courhe de (a quatrieme ctasse a trois taiigentes doublet, le 
lieu des centres des coniques inscriles a ce triangle el tangentes a la courbe est une 
section conique. 

Ce syslemc de coniques jouU de proprieles simples relativement h tout systeme 
du meme genre, dans iequel entrent des coniques langeotes k trois di'oites et u la 
courbe, et cela tieut a ce que les earacierlstiques de ce systlme sont simples rela- 
tivement a cellcB des autres systemes. Nous pouvons voir cela d'une maniere gene- 
rale pour des courbes d'ordre quelconque. Soit U"une courbe de I'ordre m et de 
la classe n, on sail comment on determine les caracteristiques d'un systeme de 
coniques tangentes a trois droiles et ^ la courbe 

f3<i..U:):^N(3d.,ti;:, ip.), N(3d..U:, lO.}- 



Or on a 



(3d.,ip.)^(4.2) «i (4<'-)^(=.'). 



/ roniqvies tangentes li 



et comme on sail que dans un systeme ft, « il y a nfi -t- 
Line courbe de I'ordre m et de la classe n. on en conclui 

(3d., Ur):s{4n + am, an + m). 

Si nous iransformooB la courbe U^ par la correspondance d'une droile a une 
droite. on salt qu'a une telle courbe correspond une courbe de la classe intldt: 
I'ordre in + m; en appUquanlla fornmlc precedente, on aura les taiactcri8li(|ues 
d'un systeme de coniques tangentes a trois droites et a la courbe. Mais il ne I'au- 
drait pascroire que Ton puisse appliquer ceLte meme formule si, pai'mi les droites 
que Ton considere. il y a des tangentes singuliercs de la courbe, uu plus generale- 
ment une droite liee a la courbe par une circonstance particuliere, car celte cir- 
constance pent inlluer sur la valeur des caracteristiques du systeme, et c'est ce qui 
necessite un examen special pour cbacune de ces questions. 

Proposons-nous, par exemple, de chercber les caracteristiques du systeme ile 
coniques tangentes aux trois tangentes multiples d'ordre n et a la courbe. La pre- 
miere de ces caracteristiques, c'est le nombre de ces coniques qui passe par uu 
point donne a; ce point a provient d'une conique de la premiere figure inscrile 
au triangle de reference, et il y a autant de coniques passant par le point a qu'il y 
a de points communs a la conique transformee et a la courbe d'ordre m : d'oii I'uti 
conc!ut que la premiere caracteristique est am. La deuxieme caracteristiquc, c'esl 
le nombre des coniques qui toucbent une droite. Or, a cette droite correspond um* 
droite de la premiere figure, et il y a autant de ces coniques qu'il y a de points 
communs a la droite et a la courbe d'ordre m, c'esl-a-dire m. Les cara<'lerislii|ucs 
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cherchees sont done 2m et m. En appliquant €6 r^ultat aux coorbes de la qua- 
trieme classe a trois tangentes doubles, nous aurons ce theor^me : 

Theoreme. — Les caracteristiques du systeme de coniques tangentes aux tnm tan- 
gentes doubles d^une courbe de la quatriime classe et a la courbe sont l\ et 2. 

En appliquant la formule gen^rale, on eut trouve a8 et i4 pour ces caracteris- 
tiques. 

Les courbes de la quatribme classe k trois tangentes doubles ont quatre points 
doubles, six points de rebroussement et six branches infinies. En efTet, toute conique 
inscrite au triangle de reference et ayant un double contact avec la conique pro- 
posee donne un point double dans la figure transform^e. Or, si Ton ddsigoe par la 
lettre w la condition d'avoir un double contact avec une conique ^^ on trouve 
(Chasles, Comptes rendus de VAcacUnue des Sciences, aout 1864) que les caract6ris» 
tiques du systeme (ad., ^)^(4» 4)- II y ^ done quatre coniques inscrites au 
triangle de reference et ayant un double contact avec la proposee, par suite quatre 
points doubles dans la courbe transform^e. Si maintenant on considfere les coni- 
ques inscrites au triangle de reference et osculatrices k la conique 4onnee, on 
trouve (Ch\sles, ibid.)^ en designaut par la condition d'etre oscul^trice k une 
conique 0, que les caracteristiques du systeme (ad., 0)^(i!i,6). II y a done six 
coniques inscrites au triangle et osculatrices k la conique donnee; par suite il y a 
six points de rebroussement dans la courbe. Enfin il y a generalement six branches 
infinies parce qu*il y a six paraboles tangentes k trois droites et k une conique 
donnee. Enfin nous ajouterons qu'il resulte de Tinfluence de la presence des 
points singuliers sur Tabaissement de la classe, et des tangentes singuliferes sur 
Tabaissement de Tordre, qpe ces courbes n*ont pas d'autres points singuliers ni 
d'autres tangentes singulieres que ceux et celles que nous avoas signales. Nous 
resumons ces resuitats dans ie th^oreme suivant : 

Theor^me. — Une courbe de la quatriime classe , a trois tangentes doubles^ a for- 
cement quatre points doubles^ six points de rebroussement et six branches infinies. 

Ces points doubles jouissent de propri6tes nombreuses et interessantes que Ton 
deduit des propri^tes bien connues des coniques ayant un double contact. Du th^o- 
reme connu sur ces points doubles [Salmon's Higher plane Curves^ p. 202), que les 
huit tangentes k la courbe en ces points enveloppent une meme conique, on 
deduit un theoreme sur les coniques ayant un double contact ; e'est le theoreme 
suivant : 

Theoreme. — itant donnes un triangle et une conique inddpendante de ce trian- 
gle f on peut mener quatre coniques inscrites au triangle et ayant un double contact 
avec la proposie. Ily adela sorte huit points de contact sur la conique donnie. Si on 
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considere la tangenle en I'un de ces points, le quadrilalere. complet quelle detennine 
avec les trois droites donnees el la droile qui joint les points milieux des diagonales de 
ct quadrilalere, tes huit droites qu'on peut ainsi conslruire enveloppent une m^me 
conique. 

C'est le theorfeme de Geometrie eiementaire qu'il eilt fallu connaitrc pour en 
deduire le theoreme relatif aux courbes d'ordre superieur d'oii nouB I'avons tire, 
et c'est ainsi probablenient que beaucoup de theoreraes sur ies courbes supe- 
rieures nous sont caches faute de savoir certains th^or^mes sur les sections voni- 
ques. Nous dirons enfin que Ton peut deduire de tout theoreme connu sur les sec- 
tions coniques un theoreme correspondant pour les courbes de la quatrifeme classe 
a trois tangenles doubles, et m^me deux theorfemes ; un premier que Ton obtient 
par le precede de M. Magnus, et un second en s'appuyant sur Is reniarque que 
Dous avons faite sur Thomographie des deux systemes de points dont il a ete ques- 
tion. Quant aux proprietes metriques ou aux proprietes angulaires. elles se trans- 
formeQl en s'appuyant sur la similitude de ces deux systemes de points. Nous ne 
donnerons aucun exemple nouveau de ces transformations, qui se font de la mime 
fa^on que celles que nous avons donnees pour les sections coniques, et nous nous 
proposonsde dire quelques mots sur la m^thode de transformation par correspon- 
dance d'un point k un point, qui est celte que M. Magnus a sp^cialement deve- 
lopp^e dans le Memoire que nous avons cite. 

Bemarques sur la niethode de transformation par correspondanve 
d'un point a un point. 

11 y a a faire sur celte metbode <lcs remarques analogues k celles que nous 
avons faites precedemment sur la metbode qui fait correspondre une droite a une 
droite, remarques qui nc sauraient se deduire de celles-la au moyen des polaires 
reciproques. II y a la encore deux systemes de points bomographiques, ainsi que 
nous aliens le demontrer, en supposant connu le tbeorenie suivant : 

TeitoniME. — Slant donnes un iriangleet une conique circonscrite au triangle, on 
joint les trois sommets du triangle a un point a de cette conique : ces droites rencon- 
trent les cdtes du triangle en trois points par lesquels on mene une conique inscrite 
au triangle, ce qui est possible. Le lieu des centres de ces coniques est une droile, quand 
le point a se meat sur la conique donnee. 

Ceci pose, supposons, en nous plagant dans la generalite que comporte la me- 
tbode de M, Magnus, que nous fassions correspondre un point a un point. Si nous 
supposons que le point a de la premiere figure se meut sur une droite, le point a', 
qui lui correspond dans la seconde figure, se meut sur une conique circonscrite au 
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triangle des trois points principaux. Si nous joignons le pointo'aux trois points 
principauXy ces droites rencontrent les cdtes du triangle en trois points par les- 
queis on pent mener une conique inscrite au triangle. Soit C[a^] cette conique. 
Nous designerons, dans ce qui va suivre, par cette notation une conique d^duite 
du point a\ conune U vieni d'etre explique. Si nous appelons a! le centre de cette 
conique, et que nous considerions la figure formee par ces points u', nous pour- 
rons dire qu*a un point a de la premiere figure correspond un point a' de la 
seconde> et unseuf* De plus, si nous supposons que le point a decrive une droite, 
il resulle du tbepreme precedent que le point a' decrit lui-meme une droite; done 
a une droite de la prjemlere figure correspond une droite de la seconde, Ce rai- 
sonnement pouvant se repeter en sens inverse, nous en concluQns que les deux 
systemes de points a et a' sont homographiques. Ce resultat s*enoace en disant : 

Theoreme I. — Toutes lesfoU quon tramformera une figure en une autre par la 
correspondance iTun point a dun point a\ si Von considire les centres a' des coniques 
C[a'], 7^5 deux figures formees par les points a d^une part et les points a' d' autre 
part sont deux figures homographiques. 

On pent alter plus loin, et, conime nous Tavons fait dans Tetude precedente, 
demontrer qu'il existe une loi geonietrique particuliere pour laquelle les deux 
figures dont il vient d*etre question sont deux figures semblables. Nous avons vu 
en effet plus liaut, dans la transformation par transversales reciproques, qu'k un 
point correspondait une section conique dont on determinait le centre par une loi 
simple, inutile a rappeler. 

Mais nous avons neglige de faire remarquer comment les points de contact se 
deduisaient du point considere. II est facile de reconnaitre que si Ton joint le 
point donne a un des sommets du triangle, que Ton prolonge cette droite^ s'il est 
besoin, jusqu*a ce qu'elle rencontre le cote oppose au sommet considere, et que 
Ton prenne le symetrique du point ainsi obtenu par rapport au point milieu du 
cote consider^, on obtient le point de contact de la conique qui correspond au 
point donne. Des lors, supposons que nous fassions correspondre un point a un 
point en partant du principe suivant : 

Principe de transformation. — 6tant donne's un triangle et un pointy on Joint ce 
point aux sommets du triangle et on prend, par rapport aux points milieux des cdtes 
du triangle, les symdtriques des points oil ces droites rencontrent ces cdtis ; on obtient 
de la sorte trois nouveaux points qui, joints aux sommets du triangle, donnent trois 
droites qui concourent au mime point. 

II resulte de ce que nous venons dire le theoreme suivant : 

Theoreme II. — Si Von fait correspondre un point a a un point a\ par la loi 
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que nous venom d'indiquer^ et que Von considire le centre a' de la conique C [a'], fc 
point a, fe centre de graviti du triangle de reference et le point a! sont trois points en 
ligne droite, et le centre de gravitd partage la distance des deux autres comme 
iA est a I. 

On peut, au moyen de ces deux theorbmes, faire un travail tout semblable a celui 
que nous avons expose plus baut, et transformer soit par le premier, soit par le 
second, quand Taotre est insuffisant, tons les theor^mes sur les sections coniques 
en d'autres theorfemes sur les sections coniques ou sur les courbes du quatri^me 
degr^ a trois points doubles; ces theoremes etant, comme i1 importe de le remar- 
quer, distincts de ceux que Ton pent deduire pour les courbes du quatrifeme degre 
a trois points doubles des theoremes que nous avons donnas pour les courbes de 
la quatrieme classe a trois tangentes doubles, en les transformant par la th^orie 
des polaires reciproques. 

Sans donner d*application de ces remarques, nous resumerons en quelques mots 
les resultats que nous venous d'exposer. 

M. Magnus, dans le Memoire que nous avons cite au commencement de ce tra- 
vail, a montre qu'un theoreme sur les sections coniques se transformait par sa 
metbode gen^rale en quatre autres theoremes sur les sections coniques et quatre 
autres sur les courbes du quatrieme degre k trois points doubles. La remarque 
que nous avons faite sur Thomographie de deux systemes de points convenable- 
ment choisis, soit quand on fait correspondre une droite a une droite, soit quand 
on fait correspondre un point k un point, permet de doubler le nombre de ces 
theoremes. Enfin nous avons montre qu'en faisant choix d'une loi geometrique 
particuli^re, on pouvait transformer les theoremes ou entrent des proprietes metri- 
ques ou des relations angulaires en d'autres theoremes sur les sections coniques ou 
les courbes d'ordre superieur, en conservant a ces derniers la meme simplicite 
que celle qui caracterisait les theoremes desquels on les a deduites. 
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NOTICE SUR M. E. VERDET, 

MA-ITRE DE CONFERENCKS A l'eCOLE NORMALE SUPERIEURE, 



Par M. a. LEtrSTAL. 



Lorsqu'au niois de juin dernier la Iriste nouvelle de la mort de M. Verdet vint 
porter le deuil dans le cocur de tous ceux qui aiment et qui cuitivent les sciences, 
nulle part cette fin prematuree n'evcilla deplus vifs et de plus sinceres regrets 
que dans cette Ecole Normale, dont il avail fait l€ centre de son activite scienti- 
fique, et qui, a juste titre, se montrait fiere de I'eclat de son enseignement et de 
la position exceptionnelle qu'il avail su se creer dans le monde savant. Aussi quel- 
ques pages consacrees a retracer cette existence si courte el pourtant si utile- 
ment depensee, si calme et pourtant si active, ne paraitront-elles pas deplacees 
dans ces Annates. En m'efforcant de reproduire, d'une maniere bien imparfaite 
sans doute, quelques traits de cette physionomie sympathique, a la fois serieuse 
et aimable, d'oii la severite n'excluait pas la grace, j'essayerai avant tout d'etre 
Tinterprete fidele des sentiments que, depuis six uiois, j'ai entendu exprimer par 
les camarades, les collegues, les eleves anciens et recents de M. Verdet. 

La vie de M. Verdet, vouee tout entiere au travail, a ravancement et a la pro- 
pagation de la science, n'offre que pen d'evenements saillants; elle est d'une unite, 
d'une simplicite vraiment admirables; tout y tend vers le meme but, et cependant 
elle est feconde en lemons de plus d'une sorte. Si, d'un cote, on reste confondu 
en songeant au parti merveilleux que, par ud travail assidu et surtout bien regie, 
par une discipline severe imposee aux facultes brillantes dont la nature I'avaitsi 
liberalement dote, il a su tirer des annees qui lui furent parcimonieusement mesu- 
rees, on aime aussi a se retremper dans le spectacle de cette serenite d'esprit que 
les agitations du dehors semblaient a peine effleurer, qualite si rare a notre 
epoque, et qui exhale comme le parfum d'un autre age. 

Verdet (Marcel-Emile) naquit k Nimes le i3 mars 1824. Sa famille, qui appar- 
tient a la religion protestante, est une des plus considerees du Midi, oil son p^re 
remplit encore aujourd'hui d'importantes fonctions. Sans etre un de ces enfants 
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prodiges, dont rintelligence surmenee tient rarement ce qu'elle prometlait, il 
manifesta des ses plus jeunes annees une ^ton^ante aptitude pour tout ce qu'ou 
iui enseignaity et surtout une surete de jugement peu commune. II termina ses 
etudes, a partir de la seconde, au college Rollin, et obtint de nombreux succes au 
concours general dans presque loutes les facultes. Les lettres et les sciences sem- 
blent a cette epoque Tavoir attire presque egalement, etce ne fut pas sans quelque 
hesitation qu'il se decida a suivre le gout predominant qui Tentrainait vers ces 
dernieres. Nul doute que cette forte culture litteraire et philosophique n'ait exerce 
la plus heureuse influence sur le developpement de son esprit et n'ait contribue a 
Iui donner cette facilite de parole et cette lucidite d'exposition qui en faisaientun 
professeur incomparable, ce style transparent a force de clarte qu*on trouve dans 
toutes ses productions. 

L'enseignement etait la veritable vocation de M. Verdet; il ne s'y trompa pas. 
Re^u la meme annee, en 1842, le premier a TEcole Normale et le sixieme a I'Ecole 
Poly technique, il opta pour la premiere. A sa sortie de TEcole, en i845, il se 
presenta au concours d'agregation ; cet examen revela chez Iui une telle profon- 
deur de connaissances, un tel talent d*enseignement, que les juges ne crurent pas 
(aire assez en Iui attribuant la premiere place, etle reQurent agrege hors ligne. Ce 
succes, presque sans exemple, Iui epargna le noviciat des colleges de province, et 
il fut imm^diatement charge de suppleer M. Blanchet dans sa chaire de physique 
au college Henri IV. 

M. Verdet n'etait gu^re fait pour Tenseignement secondaire; il eprouvait sans 
doute quelque peine a se mettre au niveau de ses Aleves. La faiblesse de sa vue Iui 
rendait du reste presque impossible la surveillance d*une classe nombreuse. 

Le haut enseignement le reclamait, et, par un concours heureux de circon- 
stances, il pioit y entrer a un age exceptionnel. Trois ans k peine s*etaient ecoules 
depuissa sortie de TEcole, qu'il etait appele, a vingt-trois ans, a y remplir les fonc- 
tions de maitre de conferences de physique, poste qu'il devait conserver jusqu'a 
la fin. Cet avancement rapide, qui pour tout autre aurait ressemble k une faveur, 
ne parut que justice, s'appliquant a M. Verdet, et les dix-huit generations scienti- 
tiques qui se sont form^es sous sa direction, et qui comptent aujourd'hui dans 
leurs rangs tant de savants distingues et de maitres eminents, attestent a I'envi 
que jamais choix ne fut plus heureux ni mieux justifie. C'est aux devoirs que 
Iui imposait sa chaire de I'Ecole Normale, et dont, mieux que personne, dans sa 
scrupuleuse probite, il comprenait la haute importance, que M. Verdet a consacre 
avec un rare devouement la meilleure part de sa vie, heureux de rencontrer des 
disciples dignes de I'apprecier, sachant trouver sa recompense dans les succes de 
ses eleves et dans cette elevation du niveau de I'enseignement des sciences physi- 
ques, a laquelle il a contribue pour une si large part. 
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A ces foDCtions deja si absorbantes viorent siiccessivemenl s'ajoiiler il'aulres 
charges. Chaque 61tve de M. Verdel devenail un de sea admiraieurs; aussi sa repu- 
tation de savant et de prot'esseur allant sans cesse croissant, I'Ecole Polvtecliniqui! 
tint-elle a honneur de se rattacher. II y fut appele en i85a aux fonclions d'exami- 
nateur d'admission, et en i855 h celles d'exaniinateur de sortie. Enfm en tSGs 
il y fut nomme professeur de physique en remplacement de M. de Senar(nont: il 
faisait partie depuis i85d du Consci! de perfeclionnement de ce grand »^tablisse- 
inent scientitique. 

Lorsqn'en r863 M. Lame se trouva, par des raisons de sant^, obIig6 de suspen- 
dre le cours de physique malhcmatiquc qu'il prot'essail a la Sorbonnc, M. Verdet 
i'ut designe pour le suppleer par le suffrage unanime de tous les hommes com- 
petents. Pendant Irois ann^es consecutlvcs il occupa celte chaire, autour de 
laquelle se pressail une elite choisie d'audileurs, maitres eiix-m^mes pour la pin- 
part, et dignes d'un tel professeur. 

Grace aux inepuisables ressources de sa vaste intcHlgGDCe, non-seulemeni 
M. Verdet suffisait a celte besogne multiple qui, pour tout autre, aurait eLe ecra- 
sante, mais il savait encore avec un tact parfait approprier son enseignement a la 
nature de son auditoire. C'est que chez lui se reucontraient pennies au plus haul 
degre des qualites qui semblent Jncompalibles : une m^moire Traimenl prodi- 
gieuse, qui, selon I'beureuse expression de M, Nisard (i), 6tait devennc comme le 
depot des archives des sciences physiques; une erudition qui embrassail toutes !es 
branches du savoir humain, et qui, cependant, elait d^pouillee de toute affectation 
pedante et n'enlevait rien a la grace naturelle de son espril; une puissance in- 
croyable, non pas seuleraenl d'assimilation, ce serait trop pen dire, mais encore 
d'analyse en meme temps que de generalisation, qui lui permettait, torsqu'tl ren- 
dait compte d'un travail, d'en degager i'idee mere en sacriftant tous les d^veioppe- 
menlsaccessoires. C'est aiusi qu'on I'a vuremanier un M^moire, defacon ii lerendre 
meconnaissable memo pour I'auleur. A tous ces dons il faut ajoulcr un discerne- 
ment d'une siirete presque infaillible, supreme bon sens, ^claire et ayant 
conscience de lui-meme, qui s'appelle le gout dans la litleraiure el dans !es 
beaux-arts, et qui n'a pas de nom special lorsqu'il s'applique aux matieres scicn- 
tifiques, peut-etre parce que la chose est trop rare. Toutes ces facultcs, admira- 
btement equilibrees, avaient a leur service une parole oil la simplicite s'unissait 
a I'elegance, un talent inne d'exposition, grace auquel les idees, au lieu de se nuire 
par leur abondance et de se heurter confusement, se groupaient, se coordon- 
naienl comnie d'elles-memes, sans effort apparent. Joignez it cela une voix 



(i) Si'anre tie rentrvK tie ['hcnlc \iirHiulf u'p^riii'rc , pri-iiiiee par S. Ejic. M. Duniy, Miiihtrf dr 
r Ifuiriiclion piihlrtjiie. tiovembTe iSGG. ' i | yiiiMI":' .ri'Nooi"' 
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natureileincnl hurmonieuse, d*un timbre doux et peoetraott un fin sourire, tino 
urbanite do ton. une convenancc de gestes, qni laissaient percer rbomma du 
mondc sous le savant; et il vous s6ra aise de comprendre que, dans la meniotre de 
tous ceux qui i'ont entendu, M . Yerdet restera comme un des types ies plus ae- 
complis du professeur, comme un de ces modeles qu'on s'efforce sans cessed'imi- 
ter tout en Ies sacbant inimilables. 

Lorsque pour tous il semblait avoir presque atteint la perfection, M. Yerdet sa- 
vait d'un oeil penetrant decouvrir dans son enseignement des lacunes, des points 
relativenient faibles, et, d'annee en annee, sans jamais se lasser, il se corrigeait; 
sans se laisser eblouir par le succes, il introduisait dans ses lemons des d^veloppe- 
ments nouveaux, des simplifications utiles, des demonstrations plus rigoureuses 
ou plus elegantes. C'est ainsi qu'il remaniait sans cesse, meme Ies cours qui rou- 
laient sur un programme presque invariable, ceux par exemple qu'il professait 
aux eleves de secondc annee a TEcole Normale et aux eleves de I'Ecole Polytech- 
nique. Plus il rcussissait, plus il avait a coeur de se surpasser Iui-m6me. Dans 
son cours de troisieme annee a TEcole Normale, s'adressant a des jeunes gens de- 
barrasses des preoccupations un pen etroites des examens, il se trouvait plus parti- 
oulierement a I'aise, et abordait cbaque annee de nouvelles questions, qu*il trai- 
tait avec ampleur, ne s'arrelant qu'apres avoir epuis^ lesujet, apres avoir analyse, 
compare, discute, classe Ies travaux des savants de toute nation qui, de pres ou 
de loin, pouvaient y avoir trait. II preparait ainsi piece a piece Ies materiaux d'un 
immense edifice que, malbeureusement pour la science, il ne lui a pas ete donne 
d'achever. 

L'enseignement oral n'est cependant que Tun des c6t6s de Toeuvre de M. Yerdel. 
Des ]852, frappe du pen de retentissement que Ies travaux accomplis en dehors 
de notre pays par des savants distingues et meme illustres avaient souvent chez 
nous, jaloux de maintenir le niveau scientifique de la France, qu'il craignait de 
voir s*abaisser par suite de cet isolement, il s'etait voue a une tache ardue, mais 
que lui facilitaitia parfaite entente des priucipales langues etrangferes. II faisait pa- 
raitre, presque tous Ies mois, dans Ies Annaies de ChinUe et de Physique, un resume 
<les Memoires Ies plus interessants publics a Tetranger sur la physique. Cost la 
qu'avec une concision qui ne nuisait ni a la clart^ ni a I'exactitude, il condensait 
en quelques pages la substance d'un volumineux M^moire; c*est la que, non content 
de tenir ses lecteurs au courant de tout ce qui paraissait de remarquable et de 
leur epargner ainsi de laborieuses recherches que bien peu d*entre eux se seraient 
senli le courage d*entreprendre, il ne se croyait quitte envers eux qu*en enri* 
chissant ses extraits de commentaires savants et en soumettant a une critique 
severe, mais impartiale, Ies travaux si nombreux et si varies dont il avait a s'oc- 
cuper^ assignant a chacun sa veritable place et sa valeur reelle. 
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C'csl a M. Verdel iju'on doit d'avoir init'ui un des premiers le public franijais 
aux travaux des savants allemauds et anglais sur la iheorie mecanique de la cha- 
leur. aox recherclies des Meyer, des Joule, des Claiisius, des ThompsoD. Ces de- 
cOBVcrLes. d'une imparlance capitals, sources d'uoe vie nouvelle pour les sciences 
physiques, qui oot prouve d'une maniure irrefutable, par I'experlence aussi hien 
que par la iheorie. que dans la nature la force, comme la matiiire, se conserve 
inlacte au milieu des incessantes transformations qiielle subit, ont ete exposees 
par lui et rendues accessibles inerae aux personnes les moins vcrsees dans leg uia- 
themaUques. dans deux lemons reslces celebres ct professees ca i863 devanl hi 
Soctete Cliimique de Paris. Plus lard cette nienie theurie. devenuu de sa part I'ohjet 
d'etudes approfondies, a sul'fi pour remplir son onseignemeal a la Faculte des 
Sciences pendant les ann^es 1864 ct i8G5. Les travaux de M. Tyndall sur I'alj- 
sorption et remission de la chaleur rajonuante par les gaz et [lar les vapeurs. si 
importants pour la meleorologie, qui y trouvera sans doute I'explicalion d'uii 
j^raud nombre de phenomenes naturels, les recherches origiuiiles sur I'acoustique 
et en pnrticulier sur le timbre des .«ons de .M. Helmhottz. I'une des gloires scien- 
tifiques de TAIIemagne, a la fois matli^maticien, physiologlste et pliysicien. rcrlier- 
ches qui n'lnt^ressent pas moins les musiciens que les savants, et qui. en faisanl 
entrer la science dans le domaine de I'iirt. donnent la clef d'une foule de regies 
considerees jusqu'i»;i comme empiriques, onl Irouve egalemenl en M. Verdet un 
inferprete habile et Infatigable. 

Toujours a la poursuite de cet ordre paifiiit qui dans les sciences equivaul uu 
heau ideal, il se tomplaisait surloul daus ccs branches de la physique qu'une 
theorie simple et derivanl d'un principe unique permet a la fois d'onvisager d«n3 
leur ensemble et d'emhrasser dans leurs nioindrcs details. Non pas qu'il ful 
partisan de cos systenies echal'audes sur de fragiles hypotheses ft qui s'ecronlent 
3U moindre choc; ce serait lui faire injure que de le supposer un instant. Pouretre 
acceptee par lui. une iheorie devail etrc sortie victorieuse d'epreuves multiples et 
vatioes, on plutot ue devalt elre en quelque .sorte que la traduction des fails eux- 
memes dans un langage abstrail. A co tilre, I'Optique supcrieure, telle que I'ont 
faite les iravaux de Fresnel, de Malus, d'Arago, de Cauchy, etait depuis longtemps 
une de ses etudes de predilection . 

Cette mission si noble et si penible. dontM. Vei-del s'elaitvolontairement charge 
et qu'il a scrupuleusement accomplie jusqu'a la (in, ne suffisait pas a son activile. 
II avails coeur non-seulement de repandre les verites les plus lileveesde la science, 
mais encore d'en decouvrirdo nouvelles. Si ses travaux personnels n'ont pas (■!*■ 
plus nombreux, il faut I'attribuer ii son organisation physique qui lui rendail 
pcnihic loute recherche expcrimentiile, par suite surtout d'une myopie poussee ii 
I'extreme, el sans doute aussi a ce que. plus severe, plus exigeant encore pour lui- 
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racme que pour les aultes. il tcnait avant tout a ne mellre au jour que lies travaux 
tittindus, assez complels pour qu'ilen iVil pleinementsalisfait. etdusresultals d'uoe 
exacUludc et d'une precision ioattaquables it lous les points de vue. Toutes les 
qualitcs eminentes de M. Verdel, et surtout celte remarquable aptitude k diaceroer 
les lois des phenomenes au milieu de leur complexite apparenle, se rcirouvenl 

[ dans ses travau\, dont la plupart roulent sur des sujels difticiles et peu ou mal 
studies avant lui. Je me bornerai a en donner iei la lisle, en signalant par quel- 
ques mots Timporlance des priiicipaux d'eiitre eux. 

En suivaut I'ordre chrooologique, je citeral en premier lieu ta tbese qui marqua 
ses debuts dans la science et qui lui valut, en \S^ii, le litre de docteur fes sciences 
physiques. Dans ce travail, intitule : liecherches stir les phenomines d' induction pro - 
duits par les decharges electriques, HI. Verdet, mellant a profit les cffets electro- 

1 ehimiques de la decbarge induite, et en particulier le phenomene coniiu sous le 

' Dom Ae polarisation des electrodes, demonlra experimenlalemcot ce fait important 
et a peine entrevu avant !ui par M. Henry, que la decbarge induite est conslituee 
par la succession de deux courants de sens oppose, egaux quant a la quantite 
d'electricite, maisdeduree et par suite d'iotenBiteinegale: il donna ainsi la clef des 

I anomalies singulieres que presentaient les experiences faites anterieurement sur 
)e meme sujet. 

Dans un Memoire sur les couranls induits d'ordre superieur, qui porte la date de 
i85o. il completa ses premieres recberchcs en montrani que les courants induits 
par des courants d'induclion sont lout a fait assimilables a ceux produits par des 
decbarges instantanees, et composes, comme ces derniers, de deux courants de sens 
oppose, se succ^dant dans un intervalle de temps ires-courl. C'csl cequ'il prouva 
en faisant plonger dans ua voltamotre les extremites du til d'une bobine dans 
laquelle se produiaait un courant induit du second ordrc et en constataut que le 
gaz qui se degageait sur cbaque electrode etait forme d'un melange d'oxygene 
et d'liydrogbne. II mit fin par la a des discussions ioextricables sur le sens de ces 
courants d'induction et a des controverscs basees sur des experiences qui parais- 

, ^ieni incoDciliables. 

A ce meme ordre d'idees se ratlaclicnt ses liecherches surles phenomcnes d'induc- 

' tion produils par le mouvement des meiaux magneliques el non magneliques {i85ij. 
remarquables surtout en ce qu'elles ont emp^cbe unc idee fausse, cellc d'une induc- 
tion diamagnetique pouvant produire des effets diametralement opposes a ceux 
de I'induction ordinaire, de s'inlroduire dans la science. 

Les travaux que M. Vcrdct a fait paraitre depuis i85i se rapportcnt tous a I'Op- 
tique superieure. Nous rencoutrons d'abord une Note sur les interferences de la 
litmicre polarisee (i85i). nil il rectifie la demonstration que Fresnel, en s'appuyant 
sur la non-interferenie de deux rayons polarises a angle droit, avail donnee du 



I 



I. 



HOTICE SllR M. F. VEBDET. 'i/^q 

|)i'int:if)e roiiikiiieiilul tli^ l.i tliL-urle ties ondulutiutis, [''esl-fi-dire de In transvei's;i- 
lite ties vibnuions. 

Dans son Memoirc sur I'tntensil^ des images lumtnemes fonnees au foyer ties len- 
liilesei des miroin (r85i ), M. VcnJel, par une analyse savarile fondee sup les lois de 
l» difTraetion. parvint ii It-vcr une diffiiulle qui avail ete proposec par M. Babinel. 
en etablissanl que, toules les fois *\\.\v I'ubjel liimincux a une etendue anguiaiie 
sensible, la theorie des ondulations, d'accord aveo I'experieuce, conduit au }irin- 
cipe de I'exactc prnporlionnaiilL' enlre I'intensile lumineuse de I'image et I'e- 
tendue superficielle de la lentille uu du miroir, proporlionnalite qui n'aurait pitis 
lieu si Tobjel se reduisait a un point lumineux. 

La Note sur i' explication des phenomenes des couronnes (i85aj est ctinsaiTee ii 
rattacher, d'unc fa^on plus rigoureuse qu'on ne I'avait fait jusqu'aluis, aux lois 
de la diffi'aetion la rormation de cerclescolores aulour du soleil el de la lune, 

J'arrive cnfin au travail capilal de M. Verdel, a la serie de Menioires presenles a 
lAcademle <les Sciences pendant les annees f854. i855, iS'iS el iS63, et qui 
portent pour liti-e : Sur les proprieles optiques developpees dans les corps Iransparents 
par Taction du ma gneiisme. Dans ces recliercbes de longue halcine. il s'esl propose 
de Irouver les lois exactes des phenomenes dt-couverls en i845 par Faraday> el 
designes sous le nom de polarisation magneiique, qui ont etabli uu lien inaUendu 
cntre deux agents en apparence si etrangers I'un a I'autre, la lumiere et le magne- 
lisme. Surmontantpar les artiticesles plus ingenieux les dilTKuUesexperimenlales, 
i) reussit a demonlrer celle loi fondamentale d'une simplicite extreme : Lorsqu'on 
fmt passer dans un corps transparent soumis it ('action d'un aimanl un rayon pola- 
rise parailele a la direction des forces magnvtiques. la rotation duplan de polarisation 
est proportionnelle a faction magneiique. II etudie ensuite les modifications que 
subit le plienomene lorsque le rayon polarise, au lieu d'etre parailele a la direc- 
tion des forces magneliques, I'ait avec cette direction un angle quelconque. II exa- 
mine encore I'influence qu'exerce sur la rotation du plan de polarisation la nature 
du corps transparent, ce qui ie conduit a determiner les pouvoirs rolatoires magne- 
liques d'un grand nombre de substances el a diviser ces substances en deux 
classes, suivanl le sens dans lequel se produit la rotation. 

Dans son dernier Memoire enlin, il fait connaitre les resuUats de ses experiences 
sur les rotations magneliques du plan de polarisation pour des rayons de cooleur 
differenle, et montre que ces rotations ne suivent qu'approximativemenl la loi de 
la raison reciproque du carre de la longueur d'ondulalion et s'en ecartenl nota- 
blemenl lorsqu'il s'agit de substances donees d'une forte dispersion, circoostance 
qui doit elre prise en serieuse consideration dans la theorie de la polarisation 
magneiique. 

Je ne puis, en terminant cette revue trop rapide, passer sous silence hi pari 

AaaaUi icieHtifique, dr ficelt JformaU lupfriturt. Tome 111. 4^ 
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tionsid^ntble que jirit M. Verdel a la publicalion des (XCuvres dc Fresne/, pour leinitil 
il [irofessii lonjours unc adininition. je (iirais presque une veneration, loule parti- 
rtilitTe. L'lnlroduclion, au lieu d'etre une simple Notice biographiijue, eUiit deve- 
noe sous sa plume un historique complet et richc en preeieux renseignements sur 
les originps de la Uieorie dos ondulationa. 

H^lasl ceUeoeuvre si remarqu«ble devail etre ta derniere, etil n'apas ele iloiine 
:i M. Verdet dc la voir paraitre. Des les premiers mois de I'annee derniere, la 
sante de M. Verdet s'affaiblit rapidenieni : une de ces maladies contre lesquelles la 
science est encore impuissante minait sourdement sea forces. II resists courageu- 
semenl au mal et tontinua pendant I'hiver i s'acquiHer de ses functions multiples 
ave<^ son zele accnulnme. Vers le milieu du mois d'avril, se senlant enfin vaincu. 
il se dccida a demander ati climat natal ct aux soins de ses prucbes. iion pas une 
guerison impossible, mais une fin plus douce. Jusqu'au dernier instant il resla sur 
In breche ; la veille de son depart (qu'on me pardonne ce souvenir personnel, 
inais je crois que ce trait contribuera a mettre dans son veritable jour le caracterc 
de M. Verdet) il s'occupail encore avec une touchante sollicilude d'un travail 
soumis a son examen par un dc ses ancicns eleves. 

Nous le vimes lous partir avec un serrement de coeur; nos presaenlimcnts ne 
(levaient que trop se realiser. La maladie fit de rapides progres et, le 3 juin 1 866, 
M. Verdet, a peine age de quaranle-deux ans, s'eteignail dans le sein desa famille, 
emportant avec lui celte consolation supreme d'avoir noblement use des dons 
incomparables .qui lui avaient ele departis. 

Apres avoir essaye de peindre en M. Verdel le savant et !e professeur, it me reste 
k dire quelques mots de I'lionime. M. Verdel, comine presque toules les intelli- 
gences d'elite, s'estimail sans fausse modeslie a Ra veritable valeur; il etait avare 
de son temps, qu'il savait precieux, et avail borrcur des conversations banales, des 
lieux communs el de lout ea qui y vessemble. II avail besoin de conecnlrer sa 
pensee, de se replier sur lui-meme, et n'aimail pas a se depenser inutilement au 
debors : c'estcequia pu le I'aire accuser delroideur par ceux qui I'onl mal connu. 
Mais II suffit de s'elre trouve une seule fois dans le cas d'avoir recours a lui, pour 
savoir avec quelle iiienveillance discrete il meltail a la disposition de lous ceux 
qu'il voyail entrer resolument dans la voie du travail les ressources incpuisables 
de son erudition. Les succes de ses anciens eleves le remplissaient de joie, et c'esi 
avec un tact parfait qu'il savait entretenir cbez eux le feu sacre. non pas par des 
paroles banales d'eloge, niais par des conseils toujours precieux el toujours ecoutes. 
Ses criliquep, vives parfois, mordantcs memc, etaienl toujours exemptesd'nigreur, 
et la loyaute de son caractei-e. le soin extreme qu'il prenait de se lenir en deliors 
de tout ce qui pouvait ressembler a une association d'influences, le mettaieot au- 
dessus de tout soupcon de pui'lialile. 
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Dans le monde, M. Verdet, au temoignage unanime de tous ceux. qui Tont appro- 
che, etait d'un commerce charmant. Sa causerie spirituelle, Tetendue de ses con- 
naissances qui, outre les sciences exactes, embrassaient la litterature, la philoso- 
phies rhistoire, enfin tout ce qui est accessible a Tesprit humain, le faisaient 
rechercher et apprecier dans les societes les plus choisies. II aimait d'un gout 
eclaire les beaux-arts, et surtout la musique, qui etait son delassement favori. En 
un mot, aucune des sources oil Tinlelligence puise ses plaisirs les plus delicats ne 
lui etait fermee. 

Tel fut celui dont nous deplorons la perte. Nos regrets seraient plus amers 
encore si nous n'avions Tassurance que M. Verdet ne mourra pas tout entier et qu*il 
se survivra au moins dans une partie de lui-meme. Les loisirs lui ont manque pour 
reunir ses Cours dans une oeuvre d'ensemble, veritable encyclopedic des sciences 
physiques, comme depuis longtemps il en avait le projet. Rien, sans doute, ne 
pourrarcmplacercetouvrage; maisdu moins ses X^po/ij, depuis longtemps precieu- 
sement, religieusement recueillies par ses auditeurs, ne seront-elles pas entiere- 
ment perdues. Avec Taide de sa famille, elles seront livr^es a la publicite, apres 
avoir ete coordonnees par plusieurs de ses anciens elfeves. Ainsi sera eleve a sa 
memoire le seul monument qui soit vraiment digne de lui. 
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